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Résune
La leishmaniose cutanée est une maladie a vecteurs fismsmx humains par
des phlebotomes. On développe dans cet article un moutgematique qui tient
compte de la saisonnalité de la population de vecteurs & distribution de la
période de latence entre l'infection et les symptdmeg ¢&& humains. On ajuste
les parametres a des données de la province de Chichaddarac. On propose
aussi une généralisation de la définition de la repradtiehetteRy adaptée aux
environnements périodiques. On estimeRgenumeériquement pour I'épidémie a
Chichaoua Ry ~ 1,94. Le modeéle suggere que I'eépidémie s'arréteidit popu-
lation de vecteurs était divisée pdrg)? ~ 3,76.

1 Introduction

La leishmaniose est un complexe de maladies vectoriellestes par des proto-
zoaires du genréeishmania. Le parasite est transmis aux humains par des piqQres
de phlébotomes femelles (Diptera : Psychodidae : Phlefiote). La maladie est
endémique dans de nombreuses régions d’Afrique, d’Aquérdu Sud, d’Amérique
centrale, du sud de I'Europe, d’Asie et du Moyen-Orient. éiaimaniose comprend
guatre entités principales d’'un point de vue éco-apidéogique : leishmaniose viscé-
rale zoonotique ou anthroponotique, et leishmaniose éetanonotique ou anthropo-
notique. Dans les formes anthroponotiques, les humains$essseule source d’'infection
pour les phlébotomes vecteurs; dans les cycles de trasismizoonotiques, les ani-
maux sont des réservoirs qui maintiennent et propagepaessited_eishmania. Il y
a chaque année environ 500 000 nouveaux cas humains demégigise viscérale et
de 1 a 1,5 million de cas de leishmaniose cutanée dans leer{@h La leishmaniose
viscérale est fatale si elle n’est pas traitée. La leighios® cutanée guérit en général
toute seule mais peut laisser des cicatrices défigurantes.
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FIGURE 1 — Axe horizontal : le temps. Axe vertical et courbe en escalinombre
mensuel de cas rapportés de leishmaniose cutanée aimute dans la province de
Chichaoua au Maroc. Ronds (échelle non significativeplion de la population de
Phlebotomus sergenti, le vecteur probablé [10].

D’aprés le Ministere marocain de la santé publique [i®]eishmaniose cutanée
anthroponotique duelzeishmania tropica est une maladie @mergente dans la province
de Chichaoua : on a rapporté officiellement 1877 cas entdéleit de 'année 2000
et la fin de I'année 2004. La figuké 1 montre I'évolution mezlke du nombre de cas
rapportés dans la ville d’'Imintanoute, qui représentdren 80% des cas de la pro-
vince, entre le début de I'année 2001 et la fin de 'anné&2Quelques cas (43 au
total) ont déja été observés pendant I'année 200Gs tearapport mensuel détaillé
n’est pas disponible. Une étude sur le terrain [10] a meoqtré les phlébotomes de
I'especePhlebotomus sergenti sont responsables de la transmission et que la transmis-
sion est anthroponotique : aucun réservoir animal tel @sectliens n’a été détecté pour
cette épidémie particuliere. La figurk 1 montre aussiad#inations de la population
de Phlebotomus sergenti obtenues avec des pieges une ou deux fois par mois de juin
2002 a décembre 2003 (these de doctorat de S. Guerniote).que la population de
vecteurs tombe & zéro entre décembre et mai. C'est diide de vie particulier des
phlébotomes dans cette région : pendant ces mois, seudsués et les larves survivent
cachés dans le sol. Quand la température augmente atidéebbaque été, les larves
se métamorphosent en adultes qui volent. La métamormiaséte quand la saison
froide réapparait.

L'objectif de ce travail est de développer un modele reathfique de cette épidémie,



d’estimer certains parametres du cycle de transmissidtestimer le seuil épidémio-
logique, noté d’habitudBy, qui mesure d’une certaine maniere I'effort nécessate p
arréter I'épidémie. Il est intéressant de constater gette étude particuliere nous a
conduit & une nouvelle définition générale de la repetiditel] netteRy dans un envi-
ronnement périodique.

[3,14,5,[11] 15, 20] ont déja développé divers modetas ples épidémies de leish-
maniose cutanée. Sell [3] simule une population fluctud@tescteurs mais sans ana-
lyse mathématique et sans données de terrain.

Pour notre modele, on insiste sur deux points. Premiemgrilg a des fluctuations
saisonnieres tres marquées de la population de vecieumbtient les modeles les plus
simples en supposant que la population de vecteurs estdiguwe avec une période
égale a un an. Deuxiemement, il y a un retard de plusieors emtre I'infection, qui a
lieu en été ou en automne lorsque la population de vectstiroon nulle, et I'apparition
de cas symptomatiques, qui est au plus haut en hiver et aemas (voir la figuréll).

Les plus anciens modeles mathématiques pour des makadeteurs remontent
a Ronald Ross [21], qui étudiait le paludisme. Notre med@dst en quelque sorte une
extension duk second> modele de Ross, selon I'appellation de Lotka [16] : la papul
tion de vecteurs est partagée entre vecteurs suscemthlesteurs infectés, tandis que
les humains sont partagés entre susceptibles, infect@sraunisés. De plus, on sup-
pose que la population de vecteurs fluctue de manieredigue. [1, p. 404] a étudié
numériqguement l'influence de la saisonnalité sur les thataa vecteurs|[12, 13] et
[8, p. 148] donnent des résultats mathématiques enaglatiec la théorie de Floquet
pour les équations difféerentielles périodiques. Nateez [13,52.3] que la définition
du seuil épidémique censée remplacer la reproduetigatteRy lorsque la population
de vecteurs est périodique est un peu étrange : dans ledasuper ou la population
de vecteurs est constante, c’est le rayon spectral d’ungomaemblable (au sens de la
théorie des matrices) mais non égale a la matrice de phoelgénération. Par ailleurs,
ces travaux ne contiennent pas de retard entre l'infectidasesymptdmes chez les
humains autre qu'un retard distribué exponentiellem@ntyoit sur la figuré1l qu’un
retard fixe donnerait un mauvais ajustement aux donnéead’ppidémie de leishma-
niose cutanée a Imintanoute puisque la population deeuesEst non nulle pendant
six mois de I'année mais les cas humains se rencontrenatolttng de I'année. Un
retard distribué est nécessaire. Les premiers modalépidémiologie avec un retard
distribué remontent a Kermack et McKendrick]|[17] et fartervenir des équations aux
dérivées partielles. Peu de travaux combinent ces rethisttibués avec une influence
périodique dans le contexte de I'épidémiologie : c’estds de[[23] mais la discussion
porte principalement sur les distributions exponentieli@ependant plusieurs travaux
discutent de distributions générales dans d’autres dwsae la dynamique des popu-
lations : Coale([5] utilise des séries de Fourier pour iukes naissances périodiques
dans les modeles démographiques linéaires en tempsgoitieme [22] étudie les
équations intégrales de \olterra a noyau périodiquesda cadre abstrait avec une ap-
plication a des populations de plantes;|[14] étudie lee@ssus de branchement dans
un environnement périodique;l [2] étudie la récolte wgtie d’'une population struc-

1. Note de traduction : I'expressienreproductivité nette- est employée par Lotka, a la page 102 de sa
< Théorie analytique des associations biologiquége partie, Hermann, Paris, 1939). Le maeproducti-
vité > figure dans le Littré.



turée par I'age avec une fertilité périodique.l[22] foitila justification théorique pour
I'étude de notre modele linéarisé.

En résumé, du point de vue général de la dynamique dadgtams, notre contri-
bution est de rendre plus explicite la définition du sepidémiqueR, pour les ma-
ladies a vecteurs avec une population périodique de wectéa définition semble
nouvelle méme dans le cas ou la période d’incubationisstlmlée exponentiellement
de sorte que le modele se réduit a un systeme d’'équsadifférentielles ordinaires. De
plus on donne un algorithme pour le calculRgdans le cas général. Du point de vue
de I'épidémiologie, notre contribution est d’estimertaens parametres dans la trans-
mission de la leishmaniose cutanée lors d’'une épidéemMaroc : on estime le temps
entre I'infection et les symptdomes par une distributionm@&aa de moyenne 6 mois et
d’écarttype 1,5 mois; on arrive finalement a I'estimatiyn~ 1,94. Le modele suggere
que I'epidémie s'arréterait si la population de vecssgiait divisée pafRp)? ~ 3,76.

Le plan de l'article est le suivant. La sectibh 2 présentsylsteme d'équations
differentielles utilisé pour modéliser I'eépidémika sectior[ B analyse le modéle, en
particulier la stabilite de I'état sans infection. La e [4 présente une simulation
avec des parametres ajustés aux données épidémiguasvdle d’Imintanoute. On
estime ensuite le seuil épidémiqRg pour cette épidémie particuliere. La sectidn 5
introduit une définition générale de la reproductivititeRy dans un environnement
périodique et discute de son lien avec des travaux ant&rie

2 Le modele

Soient
s(t) : nombre de phlébotomes susceptibles au temps
i(t) : nombre de phlébotomes infectés;;
S(t) : nombre d’humains susceptibles;;
[(t,7) : humains infectés au tempstructurés par le tempsdepuis I'infection;
R(t) : nombre d’humains immunisés.

Pour simplifier le modéle, on ne tient pas compte de la peride temps durant la-
guelle les humains ou les vecteurs sont infectés mais masemfectieux. Le groupe
d’humains< immunisés- contient a la fois les gens dont les symptdémes sont apparus
réecemment et ont été recouverts par un tissu de sortés q€i peuvent plus trans-
mettre la maladie, et les gens dont les cicatrices ont @& sont immunisés. Les
cas rapportés sont les personnes entrant dans Reéah suppose que les cicatrices
sont couvertes des leur apparition ; c’est évidemmensimglification de la situation
réelle. Le nombre total d’humains infectés s} = ;"I (t, 7) dT. Posons

P=S(t)+1(t)+ R(t) : population humaine totale ;
p(t) =s(t) +i(t) : population totale des phlébotomes;
A(t) : taux d’émergence des phlébotomes;

u : mortalité des phlébotomes;

B : frequence des piglres des phlébotomes;



a(1) : vitesse d’avancement de I'infection a I'immunité cheg humains;;
: vitesse de perte de I'immunité;

: probabilité de transmission de la leishmaniose cutah@ephlébotome a un hu-
main lors d’une piqlre;;

: probabilité de transmission de la leishmaniose cutah@ehumain & un phlébo-
tome lors d’'une piqgdre.

Le modele est constitué des équations suivantes :
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avec des conditions initiale$0), i(0), S(0), 1 (0, T) etR(0). Noter quep(t) = s(t) +i(t)
vérifie p'(t) = A(t) — pu p(t) et queP = S(t) + 1 (t) + R(t) est effectivement constant.
Si f (1) est la distribution de probabilité du temps écoulé dgéction aux symptdmes
chez les humains et g{1) est la probabilité de ne pas avoir developpé les sympmdme
T unités de temps apres l'infection, alors

T

o) =1~ [ f(o)do =exp(~ [

Ainsi a(t) = f(1)/[1- [5 f(0)do].

a(o) da) . (6)

3 Analyse

Supposons quA(t) soit une fonction périodique de période Alors le systéeme
(@-(@) a une solution périodique sans maladie donnégpas p(t),i(t) =0,S(t) =P
etl(t) = R(t) =0, oup(t) est 'unique solution périodique q#(t) = A(t) — u p(t). Sa
stabilité s’étudie en linéarisant le systeme. On atitie

T(t) = BAp(t) 5 — i), 7)

. ~ or ol -
|(t,0):B7T|(t), —(t,T)+—(t,T):—G(T)l(t,'[)7 (8)
ot ot
avec la condition initialé(0, ) = i(7) eti(0,1) = ip(1). Ce systtme comprend a la
fois une équation différentielle ordinaire linéaireuae équation aux dérivées partielles
linéaire. Pour que la discussion soit plus symétriquepduisonsi(t,7), ou T est le



temps écoulé depuis l'infection chez les phlébotomekg eecteur colonnd(t, 1) =

(i(t,7),i(t,1)). Alors

E(t,r)—kﬁ(t,r) =

It,0) = ( 0 Bﬁé)(t) )/Oma(t,r)dr,
avecd(0,7) = Jo(1) = (io(T), (1)) Ainsi

t BTp(t) o d

o0 BTip(t) o i ia(o)do
+/t (Bnglﬂ e )Jo(r—t)dr.

Posonsau(t) = J(t,0). Alors I'équation précédente est de la forme

83 83 ( —u 0

u(t) :'/(;tA(t,r)u(t—r)dr—HT(t), ©)

OUA(t, T) estT-périodique et etu(t) est une fonction donnée. Noter que le coefficient
A j(t, 1) sur lalignei et la colonnej de la matriceA(t, T) est I'espérance du nombre
d’individus de type (les vecteurs sont le type 1, les humains le type 2) qu’urviddi
infecté de typqg infecte par unité de temps au tenpsil a été infecté au temps- t.
Soit& I'ensemble des fonctions continu€spériodiques a valeurs dai® ; muni
de la norme du supremum, c’est un espace de Barladh. [22{l& é&ucomportement
asymptotique des équations telles dde (@)t) ~ € tv(t), ouA* est un nombre réel
etv € & est une fonction positive, non identiquement nulle et tglle

v(t) = /(:o e M TA(L, T)V(t — T) dT. (10)

Plus précisément, il existe un unique nombre PEepour lequel on puisse trouver un
pareil Elément d& qui soit positif et non identiquement nul[22,114].

SoitRg le rayon spectral de I'opérateur linéaire quv& & associe la fonctioh—
Jo At,T)w(t — 7)dr, aussi dang’. Rappelons que I'opérateur linéaire &tant posRif,
se caractérise par I'existencewe & positif et non identiquement nul tel que

/OOOA(t,r)W(t —1)dr = Row(t). (11)

Alors Ry a les propriétés d’un seuil épidémiqué* > 0 siRy > 1, tandis que\* < 0
SiRy < 1.

En effet, pour tout nombre régl, soit.<7, I'opérateur linéaire qui associenac &
la fonctiont +— 5’ e ATA(t, T)v(t — T)dr, aussi dang’. SoitR) le rayon spectral de
. Noter que cette définition coincide bien quang 0 avec celle d&,. Noter aussi
que pour toutA, I'opérateur linéairees), est positif. De plusA; < A, implique que



)y, > a),. Les propriétés du rayon spectral impliquent que la fiomck — R, deR
dansR est décroissante. MaR, - = 1 d’aprés I'équation (10). Donc &y > 1, alors
A*>0. EtsiRy < 1, alorsA* < 0. CQFD

Noter que sip(t) est une constanig alorsA(t, T) ne dépend pas deDans ce cas,
considérons la fonction constantgt) égale a un vecteur propre positif de la matrice
positive 5 A(T)dT. On voit queRy est le rayon spectral de cette matrice, appelée
matrice de prochaine génération [8, p. 74]. Plus penixit, on obtient

 [penA p e
RO_\/—P Xﬁ/o g(1)dr, (12)

ou I'on voit le produit du nombre moyen d’humains infegt@s un phlébotome infecté
BTH avec le nombre moyen de phlébotomes infectés par un hljniain’eﬁ%’ Jo 9(T)dr.

Si p(t) n'est pas constant maik-périodique, posons = (wy, w»). Alors (11)
s’écrit

Bip(t)
P

Bn/oooe’“rwl(t—r)dr = Rowy(t).

| amwt-ndr = Rows(t)

Insérons la seconde équation dans la premiere. On veisiqy est tel qu'il existe une
fonctionT-périodique positive et non identiquement nwilgt) qui vérifie

p(t) '/:g(r) /: e How(t—1—0)dodr =rowy(t), (13)

alors

—
Ro= B:”
La formule [14) géneralise la formule classiquel (12) pesmhaladies a vecteurs avec
une population de vecteurs saisonniere périodique.mdpiery est une fonction com-
pliguée dep(t), g(x) et u. Visiblement,rg est une fonction décroissante deSi par
ailleursp(t) est remplacé parp(t), alorsrg est remplacé parg. Donc la conclusion
classique selon laquelle une maladie a vecteurs peugédidiquée si la population
de vecteurs est divisée péRy)?, qui n’est validea priori que pour une population
constante de vecteurs, demeure vraie si la population dewsest périodique, pourvu
gue I'on utilise la définition d&y présentée ci-dessus.

Pour éviter toute confusion, rappelons que certains asigpellenRy ce qui ici

est(Ro)?. [13, §2.1] discute brigvement de ce point.

X Io. (14)

4 Simulation et estimation deRy

Estimons les parameétres du modele. La population totéi@rtanoute est d’en-
viron 5000 habitants. Cependant certaines parties deléasaht plus concernées que
d’'autres parce que les phlébotomes préferent les dsdrbiils peuvent pondre leurs
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FIGURE 2 — (a) : taux d'émergence des phlébotomﬂ{sg). (b) : population des
phlébotome(t). La ligne est calculée en utilisapt(t) = A(t) — p p(t). Les points
représentent les données de [10].

ceufs, par exemple pres de dép6ts d’ordures. Il n'y a ggfanpe homogéne dans notre
modele. Une maniére de traiter ce probleme est de ceresidle la population suscep-
tible initiale P est inconnue mais avec la contraiftec 5000, et doit &tre déterminée
lors de I'ajustement de la courbe épidémique aux données

L'espérance de vie/Ju d’'un phlébotome adulte est, d’apres les connaissances ac
tuelles, d’environ 10 jours. On choisit dopc= 3 par mois.

Les données de la figuré 1 montrent les fluctuations saisoemile la population
de vecteurs a une constante multiplicative pres entreJ0D2 et décembre 2003. On
prend comme base pour la population périodique de notréhades données entre jan-
vier et décembre 2003. Bien sir, la population de vectenire juin et décembre 2002
n’était pas strictement la méme qu’entre juin et décen@®03 puisque la température
mensuelle moyenne par exemple peut &tre un peu diffedante année a I'autre. No-
tons Pmax le nombre maximum de phlébotomes durant une anp@e~= p(t)/Pmax
A(t) =A(t)/Pmax S(t) = S(t)/ Pmaxeti(t) =i(t)/Pmax. Supposons que le taux d’émer-
gence par mois des phlébotom&é&) soit une fonction en escalier, la largeur des
marches étant égale au temps entre deux observationpdpuéation de phlébotomes.
On ajuste facilement les hauteurs de marches poup@yelonné pamp/(t) = A(t) —

U p(t) coincide avec les données (voir figlile 2a et figure 2b). ptasisément, si
6k < 6k, 1 sont deux instants successifs d’observation, alors

o exp(HB) PlBt) — exp(1 ) LB
NO = M= B o Brer) —expl 8 (15)

sur l'intervalle (6, 6k.1). Ce choix s’avére étre compatible avec les données @i sen
ou I'on a trouvéA > 0 sur chaque intervalle sauf bien sdr sur le dernier intleréela
fin de la saison de transmission, pour legp@) > 0 etp(6k;1) = 0, et pour lequel
on a pris/\(t) = 0.

Supposons qu't= 0, disons au début de I'année 2000, un humain importeskinf
tion dans la population susceptib@e.cet instant, la population de vecteurs est nulle.




La condition initiale est s(0) = 0,i(0) =0, S(0) =P—1,1(0,7) = &—¢ (masse de
Dirac at = 0) etR(0) = 0.

Pour déterminea (1), on suppose qu&(T), la distribution de probabilité du temps
écoulé entre I'infection et les symptdmes chez les hamaist une distribution Gamma:

f(r)=a"1""te @/ (v). (16)
Pour les calculs numériques, noter que
B f(1) f'(r) v-1
a(r)_l—jgf(a)da__f(r) —aT

quandr — +oo.
Considérons le systemigl (1)}-(5). Divisons les deux peessiéquations paimax.
On voit que

g =AW - us) - gy ' T =pasy 'Y uiw). @)
(1) = —B TP (1) 2 +yR(). a9
1(t,0) = B TTPmaxi (t) ?, %(t, )+ %(t,r) =—a(D)l(t,1), (19)
R(t) = '/O.ma(r)l(t,r)dr—yR(t). (20)

Ainsi, A(t) et u étant connus, les seuls parametres inconnus $ré produitB 7, le
produit 3 TTpmax Y €t les deux parametreset v qui définissenti (7). Rappelons que
pour la distribution Gamma;/a est la moyenne gf/v/a 'écart type.

On a simulé le systemé (1 7)={20) avec differentes valeerparamétres. On ob-
tient un bon ajustement au nombre de cas rapportés chagaenice janvier 2001 et
décembre 2004, c’est-a-dire aux données de la figureet, R 800,8 1= 1,1 par
mois, B TTPmax = 16 230 par mois, Ay = 1,2 annéey /a = 6 mois et,/v/a= 1,5 mois
(voir la figure[3).

En utilisant ces valeurs de parametres, on peut calcul@énguemenR,, défini
dans la section précédente. Premiérement, pour sierdléiquation [[IB), on utilise le
changement de variable= 1 4 g pour obtenir

p(t) /(;mg(r)eﬂr /m e Howy (t — 8)dOdT = rowa (t).

T

On integre par parties et on remarque que le terme intfigparait. On arrive a

p(t)/om h(r)wa(t — T)dt = rowa(t), 21)

ou I'on a posé
T
h(t) = e"”/ e'9g(o)do. (22)
0
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FIGURE 3 — Nombre mensuel de nouveaux cas de leishmaniose cutalogéecavec
le modele (en pointille) et nombre de cas rapportés (fonen escalier). On montre
aussi la population de phlébotomes (en gras, échell&aire).
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TABLE 1 — Estimation ddy. N est le nombre de points discrétisant I'intervaleT),
qui représente une année.

N 25 50 100 200 400
Ry 1,901 1,926 1,938 1,940 1,940

Puisquew; (t) estT-périodique, on voit que
00 it
/ h(t)wa(t — 1) dr :/ h(t — 8)wa(6)de
0 —o0
t © T
- / h(t — 6)wy (t — 6)d6 + Z)/ h(t+(n+1)T — 8)wi(6)d8
0 &oJo

t T
:/ H(t—6)w1(6)d6+/ H(t— 6+T)wi(6)do,
0 t

ou I'on a posé
H(t)=Y h(t+nT). (23)
2

Donc le probleme de valeur propfe{21) est équivalent a

p(t){/OtH(t—6)W1(6)d6+/tTH(t—6+T)W1(6)d6} —rowi(t),  (24)

qui peut étre facilement approché puisque cela ne fagnmenir que les valeurs de
w (t) sur l'intervalle (0,T). En effet, soitN un entier grand. Posotis= (i —1)T/N
pouri =1...N, et soitpg le rayon spectral du probléme de valeur propre matriciel

_ T N _
p(ti)N{jle(ti—tj)V\/j—i—leH(ti—tj—i—T)V\/j}—POVVn (25)
qui est de la formez’' W = pgW, ol o7 est une matrice de tailld x N a coefficients
positifs ou nuls e¥V = (W, ..., Wy ). Considérons la relatioh (IL4) enfRg etro. On en
conclut que

V(BT x (B tPmas) % po/P — Ro.

Les résultats sont présentés dans la table 1. En pratguealcule les termes de{25)
de la matiére suivante : _

— Pour la population normalisée de vectep(ts), 'équationp’(t) = A(t) — u p(t)
et 'hypothése disant qui(t) est une fonction en escalier donnée par la formule
(@3) impliquent quep(t) = e =89 [p(B) — Aw/u] + A/ Si B < ti < Bpa.
Rappelons que(t) est représenté dans la figlte 2(b).

— Pour lafonctiorH (1), on tronque la sommE{P3), en ne gardant que les deux pre-
miers termes. Le fait de prendre plus que deux termes dapnsilme ne change
aucun des chiffres du tableRl 1. Pour la fonctién), qui sert & calculeH (1),
on utilise les équation§l(6) éf (22) et une intégrationpaaties pour obtenir la
forme plus pratiqué(t) = [e HT [y e f(0)do +1—e HT— [; f(0)da]/u.
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— Le rayon spectragb se calcule en utilisant un logiciel de mathématiques nrumé
riques tel que Scilab (www.scilab.org).

Finalement, il semble qu&y ~ 1,94. On pourait arréter I'épidémie si la population de
vecteurs était réduite d'un facte(Ry)? ~ 3,76. On a vérifie numériquement qu’une
simulation du systemeé (1L7)=(20) d’équations aux dsvpartielles avec le produit
B Tpmax divisé par 3,7 donne encore une épidémie, tandis quibrpas d’épidémie si
ce produit est divisé par 3,9. Si au lieu d'utiliser la nd&th un peu compliquée de cette
section, on avait utilisé comme formule approctigé (12cde symbolep remplacé
par la moyenne dp(t) fluctuant, on aurait obterig, ~ 2,76, ce qui surestime I'effort
nécessaire pour arréter I'épidémie.

Il N’y a actuellement pas de médicament prophylactique ®watcin utilisables
pour prévenir la leishmaniose. Les sites d’éclosion déghmtomes sont en général
inconnus. Les efforts de contrdle qui ne se concentrentsquées stades immatures
ne sont en général pas faisables [9]. Le contrble dedameaniose repose donc sur les
mesures prises pour réduire la densité de phlébotonmgse(t atteindre une réduction
de ce genre en utilisant des insecticides. Mais la proviedghldchaoua est une région
rurale pauvre et cette solution nécessite probablemmmtiargent et d’effort comparé
aux ressources locales. Néanmoins sa position géogpagt mi-chemin entre deux
zones touristiques importantes du Maroc, Marrakech et ikgadtifierait certainement
une intervention de ce type méme d’un point de vue purememidmique au niveau
national.

5 Genreralisation et autres applications possibles

La définition de la reproductivité net présentée dans ce travail se généralise de
la maniére suivante. Soi(t, T) une fonction matricielle de tailla x n a coefficients
positifs ou nuls et continue, o4 j(t, ) représente I'espérance du nombre d'individus
de typei infectés par unité de temps au tenigsar un individu de typg infecté au
tempst — 1. Supposons quA(t, T) soit T-périodique par rapport@apour toutt et que
Jo A(t,T)dt soit fini pour toutt. Avec des hypotheses convenables de positivité pour
la fonction matricielleA(t, 7), il existe un unique nombre rég} tel qu'il existe une
fonction vectorielle positive, non identiquement nullentinue etT -périodiquew(t)
veérifiant

/(;OOA(t, T)w(t — 7)dT = Row(t).

De plus, siu(t) est une fonction vectorielle donnéewgt) vérifie
t
u(t) = / At,T)u(t — 7) dT + L), (26)
JO

alorsu(t) ~ € "tv(t) quandt — 4, ol v(t) est une fonction vectorielle positive et
T-périodique telle que

/Ome*’\*rA(t,r)v(t—r)dr:v(t). (27)
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Enfin,A* > 0siRy > 1 etA* < 0siRy < 1. Cette définition d&; peut aussi étre utilisée
dans d’autres champs de la dynamique des populations, pampdx la démographie
ou le verbe< donner naissanceremplace le verbe infecters.

SiA(t, T) ne dépend pas dec’est-a-dire sA(t, 7) = A(T), alors on voit en prenant
pourw(t) un vecteur propre de la matrigg A(t)dr queR, est le rayon spectral de
cette matrice. Par ailleurd,* est I'unique nombre réel tel que le rayon spectral de la
matrice [g’ e A" TA(1)dr soit égal a 1. N'importe quel vecteur propre de cette roatri
associé a la valeur propre 1 peut &tre choisi pgur de sorte que celui-ci vérifie (7).

Il'y a un autre cas particulier ou la reproductivité ndRgese calcule facilement, a
savoir le cas oin = 1 et .

A, T) = p(t) e h-relo)de (28)

avec des fonctionp(t) et ¢(t) qui sontT-périodiques. En effet, le probleme de valeur
propre sécrit

p(t) /Ooo e e POyt 1) dr = Rowi(t). (29)
En dérivant cette équation et en intégrant par partiestient
Row (t) =p/(t) /O e 1e00)0 it  rydr + pit) /O e fr @000/ (t _ 1) dr
() [ e e gt — 1) — p(t)] it — Ty

0 () [ plt- e K erow—ryar
_ p(t) [eﬁ ftt—r (P(O')dGW(t _ -[):| .

[«

p() [ e 909 (gt ) — gt wit - 1)
0
(D)

Cette équation s’écrit aussi

Wi pm o plt)
wi) ~pn  POT

Row(t) — @(t) Row(t) + p(t) w(t)

ce qui s'intégre en
't 1 gt
W(t) —K p(t) e Jo (P(T)dT+% Jop(r)dr ’ (30)
ou K est une constante positive. La fonctieit) ainsi obtenue est-périodique si

w(t +T) = w(t) pour toutt. En utilisant la périodicité de(t) et deg(t), on voit que
cette condition est vérifiée si et seulement si

o p(r)dr
Ro= Jo @(r)dr’ Y

Inversement, la fonctiow(t) donnée paif{30) ave®, donné parf(31) vérifie 'equation
(29). La formule[(31L) apparait dans[%3.1] pour un modéle épideémique SIR avec un
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taux de contact et une mortalité périodiques; I'analysesa stabilité linéaire se met
sous la forme[(26) avei(t, 1) de la forme[(2B). Mais les auteurs hésitent a apgjer
le coté droit del[(31) — ils I'appelle® — parce qu'ils n’ont pas de définition générale
deRy. Cette expression n'apparait qu’a la fin de leur analyse.
Le méme calcul — dérivation, intégration par parties, et en partant de_(27)
montre que
V(t) = K p(t) e A t-Joendr+fopr)dr

Cette fonction esT -périodique si et seulement si

T T
/\*:%/O p(r)dr—%/o o(T)dr. (32)

Le seuil épidémiqueRp > 1 ouA* > 0) dépend dans ce cas seulement des valeurs
moyennes d@(t) et deg(t). Dans le cas encore plus particulier @() est constant,

la formule [32) est le résultatdémontré- dans|[23] en utilisant des séries de Fourier
et des séries divergentes!

Mentionnons aussi que la stabilité linéaire du modgliel&mique SEIR avec un
taux de contact périodique [18] peut se mettre sous la fornie[26) avec une matrice
A(t, 1) de taille 2x 2 semblable a celle de la sectldn 3. Comme dans le présaiear
on ne peut espérer de formule explicite pBgmais des estimations numériques sont
possibles.

Du point de vue des applications, la définition Bg que nous proposons pour-
rait étre utilisée pour estimer le risque que des maladiescteurs apparaissent dans
des régions non infectées jusqu’a présent, pourvurgaibsuffisamment d’informa-
tion sur la population de vecteurs et sur la maladie. C’egéde un sujet trés popu-
laire en épidémiologie car de nombreuses personnesipamnsele climat se réchauffe
et que les maladies tropicales éBud> pourraient apparaitre ou réapparaitre dans
le < Nord>. On mentionne en particulier le projet EDENEmerging Diseasesin a
changing European eNvironment > (www.eden-fp6project.net).
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et des systemes dynamiques de I'Université Cadi Ayyad derdtech au Maroc. On
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