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Résuḿe

Il y a eu de nombreuses études sur la résonance entre la période naturelle d’une
maladie endémique et un taux de contact saisonnier périodique. Cet article ne se
focalise pas sur la résonance pour des maladies endémiques mais sur la résonance
pour des maladies émergentes. La périodicité peut avoirune grande influence sur
le taux de croissance initial et donc sur le seuil épidémique. Il y a résonance quand
l’équation d’Euler-Lotka a une racine complexe dont la partie imaginaire (c’est-
à-dire la fréquence naturelle) est proche de la pulsationdu taux de contact et
dont la partie réelle n’est pas trop éloignée du paramètre malthusien. C’est une
sorte d’analogue en temps continu des travaux de S. Tuljapurkar sur les modèles
de population en temps discret, qui étaient d’ailleurs motivés par les travaux de
A. J. Coale sur des modèles démographiques en temps continu avec une fertilité
périodique. On illustre ce phénomène de résonance sur plusieurs modèles simples
d’épidemies avec des contacts qui varient périodiquement de manière hebdoma-
daire. On explique les différences surprenantes entre un modèle SEIR périodique
avec une période de latence distribuée exponentiellement et le même modèle avec
une période de latence fixe.

1 Introduction

Depuis au moins le travail de 1932 de W. O. Kermack et A. G. McKendrick [1],
on sait que les maladies infectieuses peuvent présenter des oscillations amorties près
d’un état d’équilibre endémique. En effet, en utilisantun modèle simple formé d’un
système d’équations différentielles ordinaires, ils montrèrent que les valeurs propres de
la matrice jacobienne en ce point d’équilibre peuvent être complexes, ce qui détermine
une certaine≪ période naturelle≫ d’oscillation. Depuis les années 1970 et en particu-
lier depuis l’essor de la≪ théorie du chaos≫, de nombreux travaux ont montré que la
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résonance entre cette période naturelle et un taux de contact saisonnier périodique ou un
autre facteur périodique pouvait induire un comportementdynamique inattendu, même
pour des modèles mathématiquesnon linéairestrès simples [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28,29, 30, 31, 32, 33, 34].
Tout d’abord, quand les équations linéarisées près de l’équilibre endémique ont une
valeur propre complexex+ iy avec une partie imaginairey proche de la pulsationω du
taux de contact et avec une partie réellex proche de 0 (≪ résonance simple≫), alors des
oscillations relativement petites du taux de contact peuvent causer de grandes oscilla-
tions de la prévalence. Deuxièmement, quandy/ω est proche d’un nombre rationnel
p/q 6= 1 avecp et q petits, et pour des amplitudes d’oscillations suffisammentgrandes
du taux de contact, la prévalence peut osciller à une fréquence sous-harmonique. Du
chaos peut également apparaı̂tre pour certaines plages des valeurs des paramètres. De
cette manière, la théorie pouvait essayer d’expliquer les séries temporelles pour l’in-
cidence de certaines maladies telles que la rougeole, qui fut à une époque endémique
mais avec des pics épidémiques à peu près tous les deux ans dans certaines villes [35],
et dont on pensait par conséquent que la≪ période naturelle≫ d’oscillation près de
son équilibre endémique était proche de deux ans. En écologie, [36] et [37, chapitre 3]
ont également étudié des phénomènes de résonance similaires entre un environnement
fluctuant et une période naturelle d’oscillation près d’un état d’équilibre non nul.

Indépendamment de cela, on sait depuis les travaux de A. J. Lotka (voir par exemple
[38, p. 73] ou [39]) que l’équation caractéristique (ou équation d’Euler-Lotka) pour
les modèles démographiqueslinéairesen temps continu peut aussi avoir des racines
complexes, qui provoquent des≪ ondes de population≫. Lotka pensait qu’il y a tou-
jours une infinité de telles racines et que l’une d’entre elle a en général une période
naturelle associée proche d’une génération, soit deux ou trois décennies pour des po-
pulations humaines. A. J. Coale a étudié le cas d’une fertilité périodique et a remarqué
un accroissement significatif du taux de croissance du modèle lorsque la période de
la fertilité est proche d’une génération, un phénomène qu’il a aussi appelé résonance
[40, figure 6.8]. [41, 42, 43] ont également étudié la résonance de l’amplitude des os-
cillations, mais pas la résonance du taux de croissance, dans les modèles linéaires en
temps continu. [44, 45], [46,§ 13.3.2] et [47,§ 7.3.2]) ont étudié la résonance dans
les modèles matriciels linéaires en temps discret : étant donnée la transformation expo-
nentielle qui relie les modèles en temps discret et ceux en temps continu, la résonance
se produit quand la matrice qui décrit la croissance dans unenvironnement constant a
une valeur propre complexex+ i y telle que arctan(y/x) soit proche deω et telle que
le module soit proche du rayon spectral de la matrice.À nouveau, [44] se concentre
sur la résonance de l’amplitude des oscillations mais pas sur la résonance du taux de
croissance.

Les modèles mathématiques que l’on obtient par linéarisation de modèles épi-
démiques non linéaires près de l’équilibre sans maladie (et non l’équilibre endémique)
sont très semblables aux modèles de population linéaires mentionnés dans le para-
graphe précédent ; la variable âge est remplacée par le temps écoulé depuis l’infection.
Par conséquent, on s’attend à ce que la résonance du taux de croissance initial puisse
aussi se produire dans un environnement périodique, ce quichange considérablement
le seuil épidémique. Cela peut avoir des conséquences importantes pour les mala-
dies émergentes. Noter cependant que pour beaucoup de maladies transmises par voie
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aérienne, le temps moyen entre deux générations d’infectés est de l’ordre d’une ou deux
semaines ; cela dépend de la période de latence. Ainsi on nes’attend à de la résonance
a priori que si le taux de contact varie avec une période du même ordre, typiquement
s’il varie de manière hebdomadaire. Ce n’est pas déraisonnable si l’on pense que les
taux de contact peuvent différer entre les jours de la semaine et les week-ends. Pour
les enfants scolarisés, le taux de contact baisse probablement pendant les week-ends.
on peut aussi penser à une maladie infectieuse pour des animaux de ferme vendus une
fois par semaine dans un marché.

La section 2 rappelle comment calculer le taux de croissancedans les modèles de
population qui sont linéaires, périodiques et continus en temps. On donne une formule
générale pour la perturbation du premier ordre ; elle faitintervenir la notion de va-
leur reproductive dans un environnement périodique. Maispour une petite perturbation
périodique d’un modèle avec des coefficients qui ne dépendent pas du temps, cette for-
mule montre qu’il est nécessaire d’inclure un terme de second ordre pour étudier la
résonance du taux de croissance.

La section 3 présente trois méthodes différentes pour étudier la résonance. Les deux
premières méthodes, l’une purement numérique, l’autreen partie analytique, reposent
sur nos travaux antérieurs [48, 49, 50]. La troisième méthode suggère, comme on peut
s’y attendre, que la résonance du taux de croissance se produit lorsque l’équation
d’Euler-Lotka [38, p. 65] a une racine complexe avec une partie imaginaire proche
de la pulsation du taux de contact et une partie réelle proche du paramètre malthusien ;
il y a aussi une autre condition technique.

La section 4 applique les trois méthodes à cinq modèles épidémiques classiques
avec des taux de contact périodiques pour montrer comment des modèles avec seule-
ment de légères différences peuvent avoir des propriétés bien différentes :

– un modèle SIR avec une période infectieuse exponentielle, c’est-à-dire distribuée
exponentiellement ; la résonance du taux de croissance initial y est impossible.
L’objectif est d’insister sur le fait que ce modèle est exceptionnel dans le sens où
le taux de croissance initial est même complètement indépendant de la fréquence
du facteur périodique. Ce modèle est responsable de l’id´ee commune mais fausse
suivant laquelle les modèles linéarisés avec des coefficients périodiques se traitent
facilement en prenant la moyenne.

– un modèle SIR avec une période infectieuse fixe, pour lequel la résonance est
possible. Mais avec les valeurs des paramètres choisies ici, la résonance s’avère
très faible.

– un modèle SEIR avec une période de latence et une périodeinfectieuse qui sont
distribuées exponentiellement ; la résonance est impossible, comme [49] l’a re-
marqué, mais le taux de croissance dépend du facteur périodique, contrairement
au premier modèle SIR.

– un modèle SEIR avec une période de latence fixe et une période infectieuse dis-
tribuée exponentiellement, où contrairement aux modèles précédents une forte
résonance est possible, comme [50] l’a remarqué.

– un modèle SEIR avec une période de latence qui suit une distribution Gamma
et une période infectieuse distribuée exponentiellement ; c’est une généralisation
des deux modèles précédents, qui montre comment la résonance devient impos-
sible lorsque la distribution de la période de latence passe progressivement d’une
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fonction en escalier à une exponentielle.
Un point clé est que l’équation d’Euler-Lotka pour le mod`ele autonome peut bien
ne pas avoir de racine complexe autre que sa racine réelle (§4.1, §4.3), comme [51]
l’a déjà remarqué. Bien sûr, on sait depuis longtemps que deux modèles épidémiques
avec seulement une distribution différente pour le temps passé dans un compartiment
peuvent avoir des propriétés qualitatives différentes; voir l’étude de l’existence de so-
lutions périodiques pour les modèles épidémiques autonomes [12,§3].

En résumé, la règlea priori raisonnable d’un point de vue biologique, selon laquelle
la résonance du seuil épidémique est importante lorsquela fréquence de l’environne-
ment est proche d’une fréquence naturelle de la maladie, nemarche pas toujours. De
manière surprenante, elle ne marche pas pour le modèles les plus simples, les modèles
SIR et SEIR avec des période de latence et d’infectiosité distribuées exponentielle-
ment. Cette règle doit être remplacée par une étude plusprécise des racines complexes
de l’équation d’Euler-Lotka. Un phénomène de résonance similaire peut se produire
pour la reproductivité netteR0 [50, figure 1]. On devrait donc revoir les estimations de
R0 pour les maladies se propageant dans un environnement périodique tel que l’école.

Le premier appendice contient une preuve de la croissance dela valeur reproduc-
tive totale d’une population dans un environnement périodique ; c’est un corollaire
de notre étude et une généralisation d’un résultat classique de R.A. Fisher pour les
modèles de population autonomes [52, chapitre 2]. Le second appendice explique pour-
quoi la définition que l’on propose pour la valeur reproductive dans un environnement
périodique (inspirée de [53]) a, à notre avis, de meilleures propriétés que la définition
utilisée dans [54, 55].

2 Théorie perturbative : formules du premier ordre

2.1 Le taux de croissance initial comme valeur propre

Lorsqu’on étudie la stabilité de l’équilibre sans maladie d’un modèle épidémique,
la première chose à faire est de linéariser le modèle pr`es de cet équilibre. Le système
linéaire qui en résulte peut en général s’écrire commeune équation intégrale de renou-
vellement de la forme

J(t) =
∫ ∞

0
Φ(t,x)J(t − x)dx, (1)

où Φ(t,x) est une fonction positive qui estT-périodique par rapport àt si le système
initial a des coefficientsT-périodiques. Noter ici queJ(t) peut être un vecteur co-
lonne(J1(t), . . . ,Jn(t))T, avec l’indicek = 1, . . . ,n qui représente différents types de
personnes infectées, tandis queΦ(t,x) est une matrice carrée de taillen. La fonction
Jk(t) représente le nombre de nouvelles personnes qui entrent dans le compartiment
infecték par unité de temps au tempst et Φk,ℓ(t,x) est le nombre moyen d’infections
de typek produites par unité de temps au tempst par une personne infectée au temps
t − x et entrée dans le compartimentℓ. Doncx est le temps depuis l’infection.

Pour simplifier, on ne considérera que le casn= 1 puisque c’est suffisant pour les
exemples que nous avons à l’esprit. Ce cas intervient par exemple (mais pas seule-
ment) lorsqu’on considère une population unique de personnes infectées avec un taux
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de guérisonµ(t,x) et un taux de contact≪ effectif≫ β (t,x) (produit du taux de contact
et de la probabilité de transmission par contact) qui dépendent du tempst et du temps
x écoulé depuis l’infection. On suppose que les fonctionsµ(t,x) et β (t,x) sont T-
périodiques par rapport àt. Soit i(t,x) la densité de population infectée depuisx unités
de temps au tempst. Dans l’approximation linéaire près de l’équilibre sans maladie,
i(t,x) est solution du système

∂ i
∂ t

+
∂ i
∂x

+ µ(t,x) i(t,x) = 0, i(t,0) =
∫ ∞

0
β (t,x) i(t,x)dx. (2)

SoitJ(t) = i(t,0). Alors J(t) vérifie (1) avec

Φ(t,x) = ℓ(t − x,x)β (t,x) et ℓ(τ,x) = exp
(
−

∫ x

0
µ(τ + y,y)dy

)
. (3)

Ici, ℓ(τ,x) est la probabilité pour qu’une personne nouvellement infectée au tempsτ
soit encore infectée au tempsτ + x. Le taux de croissance initialr de l’épidémie est
l’unique nombre réel tel que l’équation intégrale

p(t) =
∫ ∞

0
e−rx Φ(t,x) p(t − x)dx, (4)

ait une solutionp(t) positive, non triviale etT-périodique [40, 48, 49, 50, 53, 56, 57,
58]. Comme dans [53], c’est aussi l’unique nombre réel tel qu’il existe une fonction
u(t,x) positive, non triviale,T-périodique par rapport àt, vérifiant

−
∂u
∂ t

−
∂u
∂x

− µ(t,x)u(t,x) = ru(t,x) , u(t,0) =
∫ ∞

0
β (t,x)u(t,x)dx, (5)

et la condition de normalisation

1
T

∫ T

0

∫ ∞

0
u(t,x)dxdt = 1. (6)

Enfin, comme dans [53], le taux de croissancer est aussi l’unique nombre réel tel qu’il
existe une fonctionv(t,x) positive, non triviale,T-périodique par rapport àt, vérifiant
l’équation adjointe

∂v
∂ t

+
∂v
∂x

− µ(t,x)v(t,x)+β (t,x)v(t,0) = r v(t,x) , (7)

avec la condition de normalisation

〈u,v〉=
1
T

∫ T

0

∫ ∞

0
u(t,x)v(t,x)dxdt = 1. (8)

Le triplet(r,u,v) est celui qui vient de la théorie de Krein et Rutman pour les operateurs
positifs [53, théorème 5.1].

On peut appelerv(t,x) la ≪ valeur reproductive d’un individu infecté depuisx unités
de temps au tempst ≫. Noter que dans les modèles démographiques,β (t,x) serait la
fertilité et µ(t,x) la mortalité. Sauf pour la normalisation, cette fonctionv(t,x) est
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la généralisation pour le modèle avec des coefficients p´eriodiques de la définition de
Fisher pour la valeur reproductive dans les modèles autonomes [52, 59, 60]. Noter aussi
que [53] ne mentionne pas le lien avec la notion de valeur reproductive. [61] a présenté
récemment des généralisations dans d’autres directions.

Avec la présente définition dev(t,x), on peut facilement généraliser un théorème dû
à Fisher [52, chapitre 2] en montrant que la valeur reproductive totale d’une population
qui vérifie (2), définie par

V(t) =
∫ ∞

0
i(t,x)v(t,x)dx, (9)

est égale àV(0)ert (voir l’appendice 1). C’est la raison principale pour laquelle la
définition que nous utilisons pour la valeur reproductive dans un environnement pério-
dique semble plus appropriée que celle de [54, 55] (voir l’appendice 2).

2.2 Formules perturbatives du premier ordre pour le taux de crois-
sance du syst̀eme (2)

Considérons d’abord le cas oùµ(t,x) = µ0(t,x)+ ε µ1(t,x), avec deux fonctions
µ0(t,x) et µ1(t,x) qui sont périodiques par rapport àt. Écrivons la première équation
de (5) sous la formeLεu = ru, où Lε est un opérateur différentiel linéaire sur un
espace de fonctionsT-périodiques (par rapport à la variablet) qui satisfont la contrainte
donnée par la seconde équation de (5). AlorsLε = L0 + ε M , avec(M u)(t,x) =
−µ1(t,x)u(t,x). Soit (r0,u0,v0) le triplet associé avecL0. La théorie perturbative des
opérateurs linéaires [62] dit que la valeur propre principalerε associée àLε est telle
querε = r0+ ε ρ +o(ε) quandε → 0 (notations de Landau), où

ρ = 〈M u0,v0〉=−
1
T

∫ T

0

∫ ∞

0
µ1(t,x)u0(t,x)v0(t,x)dx dt . (10)

Noter queρ < 0 si µ1 > 0, comme il se doit.
De même, on peut considérer le case oùβ (t,x) = β0(t,x)+ ε ′ β1(t,x), avec deux

fonctionsβ0(t,x) et β1(t,x) qui sont périodiques par rapport àt. Écrivons (7) sous la
formeL ′

εv= r v. AlorsL ′
ε = L ′

0+ε ′N , avec(N v)(t,x) = β1(t,x)v(t,0). Noter que
(r0,v0,u0) est le triplet associé àL ′

0. La même théorie perturbative dit que la valeur
propre principalerε associée àL ′

ε est telle querε = r0+ ε ′ ρ ′+o(ε ′) quandε ′ → 0,
où

ρ ′ = 〈N v0,u0〉=
1
T

∫ T

0
v0(t,0)

∫ ∞

0
β1(t,x)u0(t,x)dx dt . (11)

Noter queρ ′ > 0 si β1 > 0, comme il se doit.

2.3 Formules perturbatives du premier ordre pour le taux de crois-
sance dans deux cas particuliers

Coefficients ind́ependants du temps. Si µ(t,x) = µ(x) et β (t,x) = β (x), alors (4)
montre que le taux de croissance initialr est l’unique solution réelle de l’équation
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d’Euler-Lotka

1=
∫ ∞

0
e−r x Φ(x)dx où Φ(x) = ℓ(x)β (x) et ℓ(x) = exp

(
−
∫ x

0
µ(y)dy

)
. (12)

Les solutions de (5)-(6) et (7)-(8) sont les formules bien connues dues à Lotka et Fisher
pour la pyramide par âge et pour la valeur reproductive :

u(x) =
e−rx ℓ(x)∫ ∞

0 e−ry ℓ(y)dy
, v(x) = v(0)

∫ ∞

x
e−r(y−x) ℓ(y)

ℓ(x)
β (y)dy. (13)

Si µ(x) = µ0(x)+ εµ1(x) ouβ (x) = β0(x)+ ε ′β1(x), alors (10) et (11) se réduisent à

ρ =−

∫ ∞
0 µ1(x)

∫ ∞
x e−r0yℓ0(y)β0(y)dy dx∫ ∞

0 xe−r0xℓ0(x)β0(x)dx
, ρ ′ =

∫ ∞
0 e−r0xℓ0(x)β1(x)dx∫ ∞

0 xe−r0xℓ0(x)β0(x)dx
. (14)

Aux notations près, ces formules sont dues à W.D. Hamilton(voir [63, équations (9)
et (25)] et [64]). Pour les modèles en temps discret, [46, 65, 66, 67] présentent des
formules similaires.

Coefficients ind́ependants dex. Si µ(t,x) = µ(t) et β (t,x) = β (t), alors on peut
montrer (voir [48,§5] pourr etu(t,x)) que les solutions de (4), (5)-(6) et (7)-(8) sont

r =
1
T

∫ T

0
(β (t)− µ(t))dt ,

u(t,x) =
β (t − x) e−

∫ t
t−x β (τ)dτ ψ(t)

1
T

∫ T
0 ψ(τ)dτ

, v(t,x) =
1
T

∫ T
0 ψ(τ)dτ
ψ(t)

,

où l’on a poséψ(t) = e−rt+
∫ t
0(β (τ)−µ(τ))dτ . Noter que la valeur reproductivev(t,x) est

indépendante dex. Si µ(t) = µ0(t)+ εµ1(t) ou β (t) = β0(t)+ ε ′ β1(t), alors (10) et
(11) se réduisent à

ρ =−
1
T

∫ T

0
µ1(t)dt , ρ ′ =

1
T

∫ T

0
β1(t)dt ,

comme il se doit étant donnée l’expression der.

2.4 Le taux de croissance pour une petite perturbation ṕeriodique
du cas autonome

Considérons maintenant le cas d’une petite perturbation périodique d’une situation
autonome de la forme

µ(t,x) = µ0(x) , β (t,x) = (1+ ε cosωt)β0(x) (15)

avec|ε| ≤ 1. La sinusoı̈de est le facteur périodique le plus utilisédans la littérature.
Dans ce cas, l’équation (3) prend la forme

Φ(t,x) = (1+ ε cosωt)φ(x) , (16)
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avecφ(x) = ℓ0(x)β0(x). Les fonctionsu0(t,x) et v0(t,x) sont toujours indépendantes
det et données par (13). Puisque la moyenne temporelle deβ1(t,x) = cos(ωt)β0(x) est
0, l’équation (11) montre queρ ′ = 0. Doncrε = r0 +o(ε). À cause de cela, on doit
étudier le terme d’ordreε2 pour voir comment la résonance du taux de croissancerε
peut se produire.

Il faut insister sur le fait que pas toutes les situations intéressantes sont de la forme
(15). Par exemple, si l’on étudie l’influence d’un petit changement climatique sur une
maladie à vecteurs, alorsµ0(t,x) et β0(t,x) seront des fonctions périodiques du temps
à cause de la saisonnalité de la population de vecteurs. Dans un pareil cas, le chan-
gement du premier ordre dans le taux de croissance donné parl’équation (11) sera
vraisemblablement différent de zéro.

Dans le reste de cet article (sauf dans les deux appendices),on se focalisera sur les
modèles linéarisés qui s’écrivent sous la forme d’une ´equation de renouvellement (1)
avec un noyauΦ(t,x) de la forme (16), même si certains de ces modèles ne peuvent
s’écrire sous la forme de l’équation aux dérivées partielles (2).

3 Formule du second ordre et ŕesonance

[50] a développé une méthode numérique spéciale pour calculer le taux de crois-
sancerε lorsque le noyauΦ(t,x) est de la forme (16). Noter cependant que les méthodes
de [49, 50] pouvaient gérer un facteur périodique arbitraire, en particulier le cas d’une
fonction périodique en escalier, qui est plus réaliste non seulement pour la différence
annuelle entre la période scolaire et les vacances mais aussi pour la différence hebdo-
madaire entre les jours de la semaine et les week-ends.

On dira de manière peu précise qu’il y a≪ résonance≫ si rε est significativement
plus grand quer0 lorsqueε 6= 0 pour certaines valeurs spéciales de la pulsationω ,
c’est-à-dire si certaines fréquences spéciales favorisent la croissance. Les questions
sont alors : la résonance peut-elle se produire et si oui, pour quelles valeurs des pa-
ramètres ?

La première méthode, et la plus évidente, pour répondreà ces questions est de
calculerrε numériquement et de le comparer avecr0. [50] a montré que le taux de
croissancerε défini par (4) et (16) est la racine réelle la plus grande de l’équation
suivante, qui fait intervenir une fraction continue,

1/φ̂0(r)−1= 2Re
ε2/4

1/φ̂1(r)−1−
ε2/4

1/φ̂2(r)−1−
ε4/4

· · ·

, (17)

où Re désigne la partie réelle et où par définition

φ̂n(r) =
∫ ∞

0
φ(x)e−r x−niωx dx (18)

est la transformée de Laplace deφ(x) calculée enz= r+niω . Noter que lorsqueε = 0,
(17) se réduit à̂φ0(r) = 1, qui est l’équation d’Euler-Lotka (12).
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Il y a une deuxième méthode pour détecter la résonance. [40, 50] ont obtenu une
formule approchée du second ordre pourrε défini par (4) et (16) lorsqueε est petit :

rε = r0+α ε2+o(ε2) avec α =−
1

2φ̂ ′
0(r0)

Re
( 1

1/φ̂1(r0)−1

)
. (19)

De cette manière, on voit que la résonance se produit siα > 0 et siα n’est pas très
petit comparé àr0. On peut facilement vérifier ces conditions numériquement. Noter
que pour les modèles en temps discret, [44] a étudié la résonance de l’amplitude des
oscillations de la population mais, après avoir remarquéque le taux de croissancerε
vérifiait rε = r0+O(ε2), n’a pas étudié la résonance pour le taux de croissance.

Il y a enfin une troisième méthode, peut-être la plus intéressante, pour détecter
la résonance. Elle s’inspire des idées de [44, 45] pour lesmodèles en temps discret
mais aussi de l’abondante littérature mentionnée dans l’introduction sur la résonance
près d’un équilibre endémique dans les modèles en tempscontinu. On s’attend à ce
que la résonance se produise lorsque l’équation d’ Euler-Lotka (12) a une paire de
racines complexes conjuguéesr = x± iy avecy proche deω et x proche du paramètre
malthusienr0. En effet, supposons quer = ξ + iω soit une racine exacte de (12). Alors

φ̂1(ξ ) =
∫ ∞

0
φ(x)e−ξ x−iωx dx= 1.

Si la partie réelleξ est proche der0, plus précisément si(r0− ξ )/ω est petit, on a très
approximativement

φ̂1(r0)≃ φ̂1(ξ )+ (r0− ξ )φ̂ ′
1(ξ ) = 1+(r0− ξ )φ̂ ′

1(ξ ) .

Remplaçons cette approximation dans la formule (19) pourα et considerons à nouveau
quer0− ξ est petit. On obtient

α ≃
1

2φ̂ ′
0(r0)(r0− ξ )

Re
( 1

φ̂ ′
1(ξ )

)
. (20)

On sait bien sûr que, pour toute raciner = ξ + iω de (12), l’inégalité stricteξ < r0 est
vraie. Noter aussi que

φ̂ ′
0(r0) =−

∫ ∞

0
xφ(x)e−r0x dx< 0.

Par ailleurs, pour tout nombre complexez= x+ iy, on a Re(1/z) = x/(x2+y2) ; le signe
de Re(1/z) est le même que le signe de Re(z). Donc pour (20), on a juste à déterminer
le signe de Re(φ̂ ′

1(ξ )). Si Re(φ̂ ′
1(ξ )) < 0, alorsα est positif et grand à cause du petit

dénominateur(r0− ξ ). Autrement dit,rε sera significativement plus grand quer0 : il
y a résonance. Le degré de résonance se mesure d’une certaine manière par la distance
r0−ξ . Plus elle est petite, plus la résonance est importante. Rappelons aussi quer0−ξ
est lié à la vitesse avec laquelle la population tend vers sa forme stable (au sens de
Lotka, avec la durée d’infectionx qui remplace l’âge). Dans les modèles épidémiques,
cette notion n’est pas très importante car les termes non linéaires dominent rapidement
la dynamique.

9



On a essayé de démontrer que la condition Re(φ̂ ′
1(ξ ))< 0 résulte de nos hypothèses

mais n’avons pas réussi. Donc pour le moment, elle doit être considérée comme une
condition technique supplémentaire pour que la résonance se produise.

Pour cette troisième méthode, un point important est que l’équation d’Euler-Lotka
peut ne pas avoir de racine complexe autre que la racine réelle, comme [51] l’a re-
marqué. C’est ce qui distingue les modèles où la résonance peut se produire et ceux où
elle ne se produit pas. Bien qu’il soit possible de calculer le temps de génération moyen
dans chaque modèle, cela ne veut pas dire qu’il y a toujours une racine complexe de
l’équation d’Euler-Lotka avec une partie imaginaire proche de ce temps de génération,
comme on pourrait le croire en lisant les explications de Lotka [38, p. 76-77].

Dans la prochaine section, on va étudier ces trois méthodes pour plusieurs modèles
épidémiques simples avec un taux de contact périodique,pour montrer comment des
modèlesa priori peu différents peuvent avoir des propriétés bien différentes en ce qui
concerne la résonance du taux de croissance initial.

4 Exemples

4.1 Le mod̀ele SIR ṕeriodique

SoitS(t) la proportion de personnes susceptibles (non infectées),I(t) la proportion
de personnes infectées et infectieuses, etR(t) la proportion de personnes ayant guéri.
Considérons le modèle donné par

S′(t) =−a(t)SI, I ′(t) = a(t)SI−bI , R′(t) = bI ,

avecS+ I +R= 1, a(t) = ā(1+ ε cosωt) et |ε| ≤ 1. Le paramètrea(t) est le taux de
transmission, qui est de périodeT = 2π/ω . Le paramètreb est le taux de guérison.
[2, 3, 4, 5, 6, 7, 17, 22, 26, 33] ont étudié ce modèle avec des termes additionnels
pour les naissances et les morts, [25] avec des personnes gu´eries qui redeviennent sus-
ceptibles après un certain temps, [68] avec les deux. Contrairement aux travaux sur
la résonance pour les maladies endémiques, noter que l’addition de naissances et de
morts ou le retour dans le compartiment susceptible ne sont pas importants pour le seuil
épidémique. On a omis ces termes (dans ce modèle et aussi dans les autres modèles ci-
dessous) pour garder la discussion aussi simple que possible.

L’équilibre sans maladie est(S, I ,R) = (1,0,0). On linéarise le système près de
cet équilibre et l’on poseJ(t) = a(t) I(t) ; c’est le nombre de nouvelles infections par
unité de temps dans cette approximation. On peut vérifier queJ(t) est solution d’une
équation de la forme (1) avec (16). En utilisant (12), (18) et (19), on trouve facilement
que

φ(x) = āe−bx, φ̂n(r) = ā/(b+ r +niω) , r0 = ā−b, α = 0.

La première méthode pour détecter la résonance consiste à calculerrε numériquement.
Pour le présent modèle, [50] a déjà remarqué quer = ā−b= r0 est une racine de (17)
pour tout|ε| ≤ 1, maisa priori peut-être pas la plus grande. Donc on peut suspecter
querε = r0. Et en effet, [48,§5] montre par une autre méthode, partant de la définition
(4) derε , querε est exactement égal àr0. Il n’y a pas de résonance, quelles que soient
les valeurs des paramètres.
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La seconde méthode se focalise surα. Ici α est nul, ce qui tend à confirmer qu’il
n’y a pas de résonance. Quant à la troisième méthode, on note quer0 est la seule
racine dans tout le plan complexe de l’équation d’Euler-Lotka (12) ; donc il n’y a pas
de résonance. Tout ceci est trivial car on arrive aux mêmesconclusions en calculant
analytiquement la solution de l’équation différentielle linéarisée pourI(t) ; c’est ce qui
est fait d’habitude dans la littérature. Cependant il est tout de même intéressant de voir
comment la méthode générale marche sur un exemple trivial.

Le fait querε soit indépendant deε dans ce modèle fait penser à l’idée que la dis-
tribution de probabilitéφ(x)/

∫ ∞
0 φ(x)dx= be−bx est, parmi les distributions de proba-

bilité sur la demi-droite[0,∞) avec la même moyenne 1/b, celle d’entropie maximale
et donc la plus≪ résistante aux perturbations environnementales≫, représentées ici par
le facteur périodique [74]. Rappelons que [74] insiste surle lien entre l’entropie et les
racines complexes de l’équation d’Euler-Lotka.

4.2 Le mod̀ele SIR ṕeriodique avec une ṕeriode d’infection fixe

Considérons le modèle

S′(t) =−a(t)S(t) I(t) , I ′(t) = a(t)S(t) I(t)−a(t− τ)S(t − τ) I(t − τ) ,
R′(t) = a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ) ,

avecS+ I +R= 1 eta(t) = ā(1+ ε cosωt). Le paramètreτ est la durée de la période
infectieuse. [5, 22] ont étudié ce modèle avec des termesde naissance et de mort,
[69, 70, 71, 72] avec des personnes infectées qui retournent directement dans le com-
partiment des susceptibles et non dans le compartiment des guéris. Cette dernière va-
riante ne change pas le seuil épidémique.

L’équilibre sans maladie est(S, I ,R) = (1,0,0). Le nombre de nouvelles infections
par unité de temps dans le modèle linéarisé,J(t) = a(t) I(t), est solution d’une équation
de la forme (1) avec (16). Ici

φ(x)=
{

ā if x< τ,
0 if x> τ, φ̂n(r)=

{
āτ si r +niω = 0

ā 1−e−rτ−niωτ

r+niω sinon
, 1= ā

1−e−r0τ

r0
.

(21)
Noter quer0 est une fonction implicite deτ, mais que

τ =−
1
r0

log
(

1−
r0

ā

)
. (22)

De plusr0 → −∞ quandτ → 0, r0 change de signe quandτ = 1/ā, et r0 → ā quand
τ → +∞ ; on peut facilement le démontrer avec (21) et (22). La formule (19) pour
α ne peut pas vraiment être simplifiée. Supposons queT = 2π/ω = 1 ; c’est juste
une question de choix de l’unité de temps. Comme exemple, considérons comme dans
[69, 70, 71, 72] le cas où ¯a= 1 par unité de temps.

Avec la première méthode, la figure 1a montre comment le taux de croissancerε
dépend de la période infectieuseτ pour 0< τ < 2,5 et pour diverses valeurs deε. Un
zoom sur la figure montrerait querε > r0 pourε 6= 0 lorsque 1< τ < 1,43 et lorsque
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FIGURE 1 – Résonance faible dans le modèle SIR périodique avec une période in-
fectieuse fixe. (a) Taux de croissancerε en fonction de la période infectieuseτ pour
diverses valeurs deε. (b) α en fonction deτ.

2< τ < 2,44 (approximativement). Néanmoins la différence n’est pas significative. Il
n’y a qu’une faible résonance.

Avec la deuxième méthode, la figure 1b montre commentα dépend de la période
infectieuseτ dans la même plage de valeurs. Numériquement,α > 0 pour 1< τ < 1,43
et 2< τ < 2,44, comme il se doit. Le maximum deα/r0, qui est atteint lorsqueτ ≃
1,174, est d’environ 9.4%. Cela confirme la faiblesse de la r´esonance.

Avec la troisième méthode, rappelons tout d’abord qu’il ya toujours une unique
racine réeller0 de l’équation d’Euler-Lotka (21). Mais cette équation a aussi une infi-
nité de paires de racines complexes conjuguées : c’est le cas plus généralement pour
les modèles oùφ(x) a un support compact (voir par exemple [75, p. 15] ou [76, p. 323–
324]). Parmi ces racines complexes, certaines peuvent avoir une partie imaginaire égale
à ω pour certaines valeurs particulières deτ. Pour trouver ces valeurs, noter que la
dernière équation de (21), avecr = x+ iy à la place der0, équivaut (si l’on exclut
x= y= 0) au système réel

x= ā(1−e−xτ cos(yτ)) , y= āe−xτ sin(yτ) .

Posonsy= ω et éliminonsx de la deuxième équation. On obtient une seule équation
pourτ :

1
ωτ

log
[ ω

āsin(ωτ)

]
−

1
tan(ωτ)

+
ā
ω

= 0. (23)

Noter que le côté gauche est une fonction continue deτ pour toutnT < τ < (n+1/2)T
et tout entiern≥ 1, qui tend vers−∞ lorsqueτ → nT+, et qui tend vers+∞ lorsque
τ → (n+1/2)T−. Donc (23) a une infinité de solutions positivesτ1 < τ2 < · · · . Pour
notre exemple oùω = 2π et ā= 1, on obtient :τ1 ≃ 1,187,τ2 ≃ 2,204,τ3 ≃ 3,211. . .

Lorsqueτ = τ1, les racines complexes conjuguées de (21) avec la partie r´eelle la
plus grande sontx1 ± iω où x1 ≃ −1,615, tandis quer0 ≃ 0,303. Donc bien que la
condition technique Re(φ̂ ′

1(x1))≃−1,19< 0 soit satisfaite, la différence entrex1 et r0

est trop grande pour qu’une résonance significative se produise :(r0−x1)/ω ≃0,30. De
même lorsqueτ = τ2, les racines complexes conjuguées de (21) avec la seconde partie
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réelle la plus grande sontx2± iω avecx2 ≃ −0,853, tandis quer0 ≃ 0,845. Donc bien
que la condition technique Re(φ̂ ′

1(x2)) ≃ −2,23< 0 soit satisfaite, la différence entre
x2 et r0 est à nouveau trop grande pour qu’une résonance significative se produise :
(r0− x2)/ω ≃ 0,27. La même conclusion vaut pour les autres racines complexes, qui
pourτ = τn ont une partie imaginaire égale àω .

4.3 Un mod̀ele SEIR ṕeriodique

Supposons maintenant qu’il y ait une proportionE(t) de la population qui soit
infectée mais pas encore infectieuse, c’est-à-dire qui soit dans la phase latente. Consi-
dérons le modèle

S′(t) =−a(t)SI, E′(t) = a(t)SI− cE, I ′(t) = cE−bI , R′(t) = bI ,

avecS+E+ I +R= 1 et a(t) = ā(1+ ε cosωt). Le nouveau paramètrec est le taux
auquel les personnes infectées deviennent infectieuses.[3, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18,
22, 23, 29, 33, 34] ont étudié ce modèle avec des termes additionnels de naissance
et de mort, [73] avec les personnes guéries qui retournent dans le compartiment des
susceptibles, et [68] avec les deux. Quandc→+∞, ce modèle tend vers le modèle SIR
de la section 4.1.

L’équilibre sans maladie est(S,E, I ,R) = (1,0,0,0). Le nombre de nouvelles in-
fections par unité de temps dans le modèle linéarisé,J(t) = a(t) I(t), est solution d’une
équation de la forme (1) avec (16). Ici,

φ(x) = āc
e−cx−e−bx

b− c
, φ̂n(r) =

āc
(r + c+niω)(r +b+niω)

,

r0 =
−(b+ c)+

√
(b− c)2+4āc
2

, α =
−(āc)2

√
(b− c)2+4āc [ω2+(b− c)2+4āc]

.

(24)
Pour la première méthode, considérons par exemple le casoù T = 2π/ω = 1 se-

maine, qui modélise des différences de taux de contact entre les jours de la semaine et
les week-ends, et où la période infectieuse moyenne 1/b est égale à 2 jours, soit 2/7
semaine. Prenons un taux de contact moyen ¯a= 1,2b, ce qui donne une reproductivité
netteā/b quandε = 0 égale à 1,2, une hypothèse raisonnable si l’on considère une
maladie émergente. La figure 2 montre comment le taux de croissancerε dépend de la
période de latence moyenne 1/c pour diverses valeurs deε. Noter querε est toujours
plus petit quer0 lorsqueε 6= 0. Il n’y a pas de résonance.

Pour la deuxième méthode, on remarque queα < 0 : il n’y a pas de résonance.
Quant à la troisième méthode, l’équation d’Euler-Lotka (12) pour ce modèle n’a qu’une
seule racine, à savoirr0, dans la partie du plan complexe où converge l’intégrale du
côté droit de (12) : Re(r) > max{−b,−c}. Noter quer0 est solution d’une équation
pôlynomiale de degré 2. L’autre solution, donnée par (24) avec un signe moins devant
la racine carrée, est une racine de l’équation déduite de(12) par continuation analytique
de l’intégrale [51]. Pour cette seconde solution, l’intégrale diverge. De toute façon,
cette solution est réelle ; il n’y a pas de résonance.
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FIGURE 2 – Absence de résonance dans le modèle SEIR périodique. Le taux de crois-
sancerε en fonction de la moyenne de la période de latence 1/cpour différentes valeurs
deε.

4.4 Le mod̀ele SEIR ṕeriodique avec une ṕeriode de latence fixe

Le modèle est donné par

S′(t) =−a(t)S(t) I(t) , E′(t) = a(t)S(t) I(t)−a(t− τ)S(t − τ) I(t − τ) ,
I ′(t) = a(t − τ)S(t− τ) I(t − τ)−bI(t) , R′(t) = bI(t) ,

avecS+E+ I +R= 1 et a(t) = ā(1+ ε cosωt). Il figure implicitement dans [58] et
sous une forme légèrement différente dans [50]. Le paramètreτ est maintenant la durée
de la période de latence. Quandτ → 0, le modèle tend vers celui de la section 4.1.

L’équilibre sans maladie est(S,E, I ,R) = (1,0,0,0). Le nombre de nouvelles in-
fections par unité de temps dans le modèle linéarisé,J(t) = a(t) I(t), est solution d’une
équation de la forme (1) avec (16). Ici

φ(x) =
{

0 si x< τ,
āe−b(x−τ) si x> τ, φ̂n(r) = ā

e−niωτ−rτ

r +b+niω
, r0 = āe−r0τ −b. (25)

Noter à nouveau que la formule pourr0 est implicite. La formule (19) pourα ne peut
être vraiment simplifiée.

Pour la première méthode, on a choisi comme dans la sectionprécédenteT =
2π/ω = 1 semaine, 1/b= 2 jours ou 2/7 semaine, et ¯a = 1,2b. La figure 3a montre
comment le taux de croissancerε dépend de la période de latenceτ pour diverses
valeurs deε. Remarquer dans la figure 3a que la résonance se produit approximati-
vement pour 0,66< τ < 1 et 1,66< τ < 2. Il y a aussi résonance pour des valeurs
plus grandes deτ, que l’on ne montre pas. [50] a obtenu une figure semblable pour
un modèle légèrement différent (SEIS et non SEIR) ; maisaucune explication pour les
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≪ bosses≫ n’avait été donnée. Noter que lorsqueε = 1, le taux de croissancerε peut
devenir négatif dans une certaine plage de valeurs de la période de latenceτ. Dans
ce cas, moyenner le taux de contact (ce qui équivaut à prendre ε = 0) prédirait une
croissance épidémique alors qu’en fait aucune épidémie ne peut envahir la population.
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FIGURE 3 – Résonance dans le modèle SEIR périodique avec une période de latence
fixe. (a) Taux d’accroissementrε en fonction de la période de latenceτ pour différentes
valeurs deε. (b) α en fonction deτ.

Avec la deuxième méthode, on peut vérifier numériquement queα > 0 au moins
pour 0,66< τ < 1 et 1,66< τ < 2 (Figure 3b). Avec la troisième méthode, la question
est de savoir si l’équation d’Euler-Lotka du côté droit de (25) peut avoir des solutions
r avec une partie imaginairey égale àω . Posonsr = x+ iy. L’équation pourr peut
s’écrire comme un système réel pourx ety :

x= āe−xτ cos(yτ)−b, y=−āe−xτ sin(yτ) .

Posonsy= ω et éliminonsx de la seconde équation. On obtient

1
ωτ

log
[
−

ω
ā sin(ωτ)

]
−

1
tan(ωτ)

−
b
ω

= 0. (26)

Comme dans la section 4.2, le côté gauche est une fonction continue deτ pour tout
(n−1/2)T < τ < nT et tout entiern≥ 1, qui tend vers−∞ lorsqueτ → (n−1/2)T+, et
qui tend vers+∞ lorsqueτ → nT−. Donc (26) a une infinité de solutionsτ1 < τ2 < · · ·
qui tendent vers+∞, pour lesquelles on peut s’attendre à de la résonance. Résolvons
(26) numériquement avec les mêmes valeurs des paramètres que ci-dessus. On obtient :
τ1 ≃ 0,819,τ2 ≃ 1,825,τ3 ≃ 2,827. . .

Lorsqueτ = τ1, les racines complexes conjuguées de (25) avec la partie r´eelle
la plus grande sontx1 ± iω avecx1 ≃ −0,609, tandis quer0 ≃ 0,166. La condition
technique Re(φ̂ ′

1(x1)) ≃ −0,88< 0 est vérifiée et la différence entrex1 et r0 est assez
petite : (r0 − x1)/ω ≃ 0,12. Donc il y a résonance lorsqueτ ≃ τ1. Lorsqueτ = τ2,
les racines complexes conjuguées de (25) avec la partie réelle qui arrive en second par
ordre décroissant sontx2± iω avecx2 ≃−0,284, tandis quer0 ≃ 0,086.À nouveau, la
condition technique Re(φ̂ ′

1(x2)) ≃−1,89< 0 est vérifiée et la différence entrex2 et r0

est petite :(r0− x2)/ω ≃ 0,06. Il y a résonance lorsqueτ ≃ τ2. Il y a aussi résonance
lorsqueτ = τn pourn> 2.
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D’un point de vue pratique, remarquer qu’il n’est pas impossible qu’une maladie
ait une période de latenceτ proche deτ1 (ici, environ 5,7 jours) suivie en moyenne
de deux jours de période infectieuse. Un taux de contact avec une période d’une se-
maine (due à la différence entre les jours de la semaine et les week-ends) peut pro-
voquer une forte résonance pour une telle maladie. Noter ici que le temps entre deux
générations (

∫ ∞
0 xφ(x)dx/

∫ ∞
0 φ(x)dx = τ1+1/b≃ 7,7 jours) est proche de la période

T = 7 jours du taux de contact. Mais cette règle approchée pourla résonance ne fonc-
tionnait pas pour le modèle de la section précédente. La différence entre la figure 2
et la figure 3a est un peu surprenante. Il s’agit de modèles SEIR, le premier avec une
période de latence distribuée exponentiellement, le second avec une période de latence
fixe. La conclusion biologique, savoir si la maladie va s’intaller ou pas, semble très
dépendant du choix entre ces deux modèlesa priori similaires. Des modèles avec de
petites différences peuvent donc se comporter très diff´eremment quant à la résonance
du taux de croissance initial.

Les modèles SEIR où la période de latence et la période infectieuse sont fixes,
tels que ceux avec des termes de naissance et de mort en plus [5, 22], présentent une
résonance similaire du taux de croissance initial. Il est encore possible de trouver des
valeurs des paramètres pour lesquelles il y a une racine complexex+ iy de l’équation
d’Euler-Lotka avec une partie imaginairey égale àω . Mais l’astuce qui consiste à
éliminer la partie réellex pour obtenir une seule équation comme dans (26) ne fonc-
tionne plus.

4.5 Le mod̀ele SEIR ṕeriodique avec une ṕeriode de latence qui
suit la loi Gamma

Pour comprendre pourquoi les modèles des deux dernières sections donnent des
résultats si différents, considérons le cas d’une période de latence qui suit la loi Gamma.
C’est une généralisation à la fois de la distribution exponentielle et de la distribu-
tion de Dirac lorsque la période de latence est fixe. Plus pr´ecisément, soitf (x) =
cν xν−1e−cx/Γ(ν) la distribution de la période de latence, oùc> 0 et ν ≥ 1 sont des
nombres réels. La période de latence moyenne estτ = ν/c et la variance estσ2 = ν/c2.
Lorsqueν = 1, on retrouve la distribution exponentielle avec une moyenne égale à 1/c
de la section 4.3. La distribution Gamma tend vers la distribution de Dirac enx= τ de
la section 4.4 siν etc tendent vers+∞ tandis que le rapportν/c est maintenu constant
et égal àτ.

Le modèle est

S′(t) =−a(t)S(t) I(t) , E(t,0) = a(t)S(t) I(t) ,
∂E
∂ t

+
∂E
∂x

= −γ(x)E(t,x) ,

I ′(t) =
∫ ∞

0
γ(x)E(t,x)dx−bI(t) , R′(t) = bI(t) ,

avecS(t)+
∫ ∞
0 E(t,x)dx+ I(t)+R(t) = 1 eta(t) = ā(1+ ε cosωt). Ici, γ(x) est lié à

f (x) par la relatione−
∫ x
0 γ(y)dy= 1−

∫ x
0 f (y)dy, c’est-à-direγ(x)= f (x)/(1−

∫ x
0 f (y)dy).

[3, 22] ont étudié des variantes de ces modèles. Ici on peut montrer que le nombre de
nouvelles infections par unité de temps dans le modèle linéarisé,J(t) = a(t) I(t), est
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solution d’une équation de la forme (1) avec (16) et

φ(x) = ā
∫ ∞

0
e−b(x−y) f (y)dy.

On peut aussi montrer que

φ̂n(r) =
ācν

(b+ r +niω)(c+ r +niω)ν , r0 =
ācν

(c+ r0)ν −b.

Noter à nouveau que la formule pourr0 est implicite. La formule (19) pourα ne peut
être simplifiée.

La figure 4 montre le signe deα (plus précisément les lignes de niveauα = 0)
dans le diagramme(τ,1/ν). Rappelons queα > 0 est une condition necessaire pour
la résonance. La ligne horizontale du haut,ν = 1, correspond au cas d’une période de
latence distribuée exponentiellement et se trouve dans lapartie du diagramme oùα < 0,
comme on s’y attend à la suite de la figure 2. La limiteσ → 0 (ou 1/ν = σ2/τ2 → 0)
correspond à la période de latence fixée, donc la ligne horizontale du bas correspond à
la figure 3 et présente plusieurs parties oùα > 0. De cette manière, on voit comment
la résonance disparaı̂t lorsque la varianceσ2 croı̂t.

τ

1/ν

α<0

α>0

α<0

0 1 2 3
0.0

0.5

1.0

FIGURE 4 – Lignes de niveauα = 0 dans le diagramme(τ,1/ν), où τ est la période
de latence moyenne, 1/ν = σ2/τ2 et σ est la déviation standard. Les zones oùα > 0
sont celles où il peut y avoir résonance. Dans la partie inférieure droite du diagramme,
les zones oùα < 0 alternent avec celles oùα > 0 mais on ne montre que les lignes de
niveauα = 0.

5 Mille et un modèles de population ṕeriodiques

Évidemment la liste des modèles pourrait continuer jusqu’à la nausée, en prenant
par exemple un taux de contact périodique d’une forme diff´erente [20, 21, 22, 78],
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une vaccination périodique [3, 31, 68, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87], une popu-
lation de vecteurs ou un réservoir périodique [48, 49, 88,89, 90, 91, 92, 93, 94], une
démographie périodique [95, 96, 97, 98, 99] ou une migration périodique [100] dans
chacun des mille et un modèles épidémiques de [101]. De plus, comme le mentionne
l’introduction, l’équation linéaire (1) se retrouve dans la plupart des problèmes de dy-
namique des populations (démographie, écologie, épid´emiologie, théorie du chémostat,
immunologie, etc), au moins dans l’approximation linéaire. Donc le même phénomène
de résonance peut être étudié par exemple pour les récoltes périodiques [102, 103, 104],
les pullulations périodiques de phytoplankton [105], lesefforts de contrôle périodiques
pour les maladies [106, 107], les entrées et sorties périodiques d’un chémostat ([108]
parmi de nombreuses autres références), les traitementsantiviraux périodiques [109,
110], les traitements anticancéreux périodiques [111, 112, 113], les modèles périodiques
de populations de cellules [114], etc. On s’attend à de la r´esonance pour certains
modèles et pas pour d’autres. Noter que la réponse dépenddu modèle linéarisé près de
l’état stationnaire (ou périodique) trivial, mais pas dutype de termes non linéaires uti-
lisé. Ainsi la plupart des modèles avec un petit nombre de compartiments se ramènent
aux mêmes calculs que ceux effectués ci-dessus.

La principale question qui demeure est de savoir si, pour certaines maladies par-
ticulières ou pour certaines applications dans d’autres domaines de la dynamique des
populations, ce phénomène de résonance joue un rôle significatif. Comme on a vu, c’est
une question difficile puisque pour des modèles très proches tels les modèles SEIR avec
une période de latence exponentielle ou fixe, les conclusions sont différentes même si
ces deux modèles pourraient convenir pour la même maladie. Les modèles avecφ(x)
à support compact sont cependant plus réalistes. Dans ce cas, l’équation d’Euler-Lotka
a une infinité de racines complexes conjuguées. Donc il se peut que la résonance se
produise pour certaines valeurs des paramètres.

Appendice 1 : croissance exponentielle de la valeur re-
productive totale dans un environnement ṕeriodique

La preuve suit celle pour le cas autonome, en partant de (9), puis en utilisant la
première équation de (2) et en intégrant par parties :

dV
dt

=
∫ ∞

0

[
i(t,x)

∂v
∂ t

+
∂ i
∂ t

v(t,x)
]

dx

=

∫ ∞

0

[
i(t,x)

∂v
∂ t

−
∂ i
∂x

v(t,x)− µ(t,x) i(t,x)v(t,x)
]

dx

=
∫ ∞

0

[∂v
∂ t

+
∂v
∂x

− µ(t,x)v(t,x)
]
i(t,x)dx+ i(t,0)v(t,0) .

En utilisant la seconde équation de (2) et (7), on obtient finalement

dV
dt

=

∫ ∞

0

[∂v
∂ t

+
∂v
∂x

−µ(t,x)v(t,x)+v(t,0)β (t,x)
]
i(t,x)dx= r

∫ ∞

0
v(t,x) i(t,x)dx= rV (t) .

DoncV(t) =V(0)ert .
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Remarque. Avec la définition (5) deu(t,x), on voit que sii(0,x) = u(0,x), alors
i(t,x) = ert u(t,x). La croissance exponentielle de la valeur reproductive totale V(t)
implique l’égalité

∫ ∞
0 u(t,x)v(t,x)dx=

∫ ∞
0 u(0,x)v(0,x)dx pour toutt > 0. La normali-

sation (8) prend la forme
∫ ∞

0 u(t,x)v(t,x)dx= 1, comme dans [53].

Appendice 2 : sur la d́efinition d’Ediev de la valeur re-
productive

Tout d’abord, noter avec (7) que la valeur reproductive est telle que

v(t,x) =
∫ ∞

x
v(t + y− x,0)e−r(y−x)×

ℓ(t − x,y)
ℓ(t − x,x)

β (t + y− x,y)dy. (27)

Si l’on pose
c(t,x) = v(t + x,x)e−r(t+x) , (28)

alors (27) implique que

c(t,x) =
∫ ∞

0
c(t + y,0)

ℓ(t,y)
ℓ(t,x)

β (t + y,y)dy. (29)

Ediev (voir [55, équation (4)]) a utilisé l’équation (29) comme point de départ pour
essayer de généraliser le théorème de Fisher sur la croissance exponentielle de la valeur
reproductive totale. Il a appeléc(t,x) le≪ potentiel démographique d’un personne d’âge
x née à l’instantt ≫. En introduisant le≪ potentiel démographique total≫ au tempst

C(t) =
∫ ∞

0
i(t,x)c(t − x,x)dx,

[55] put montrer d’abord que dC/dt = 0, c’est-à-dire queC(t) =C(0) est constant.
Cependant, se souvenant comment Fisher (voir [59]) avait normalisé sa définition

de la valeur reproductive de sorte quev(0) = 1 (dans le cas où la fertilité et la mortalité
ne dépendent pas du temps), [55, équation (6)]) choisit degénéraliser la définition de
la valeur reproductive en posant

v∗(t,x) =
c(t − x,x)

c(t,0)
, (30)

où l’un utilise la notation avec une étoilev∗ pour distinguer cette définition de la nôtre.
Noter qu’en effetv∗(t,0) = 1 pour toutt.

La définition (30) pour la valeur reproductive dans le cas p´eriodique n’a pas de
≪ bonnes≫ propriétés. La raison en est que dans toute la théorie developpée jusqu’à
présent, la valeur reproductive apparaı̂t toujours commeune fonction propre (ou un
vecteur propre dans le cadre discret) d’un certain opérateur linéaire (voir par exemple
[61]). Dans le cas autonome, la valeur reproductive n’est une fonction que de l’âge
x (appelons-lav(x)) ; donc ce n’est pas un problème de la normaliser de sorte que
v(0)= 1. Mais avec des fertilités et des mortalités qui dépendent du temps (par exemple
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de manière périodique), la valeur reproductive est une fonction à la fois du tempst et de
l’âgex. La liberté dans la normalisation de la fonction propre signifie que l’on n’a qu’un
seul paramètre scalaire libre. Imposerv∗(t,0) = 1 pour toutt implique quev∗(t,x) ne
peut être une fonction propre, sauf (vu (27)) si

1=

∫ ∞

0
e−ry ℓ(t,y)β (t + y,y)dy (31)

(voir [55, équation (7)]) est vrai pour un certainr pour toutt. Mais (31) est presque
sûrement faux à moins queℓ(t,x) etβ (t,x) ne dépendent pas du temps. [55] dut suppo-
ser (31) pour montrer que la valeur reproductive totale définie par

∫ ∞
0 i(t,x)v∗(t,x)dx

grandit exponentiellement au tauxr.
Si l’on veut vraiment définir la valeur reproductive à partir du potentiel démo-

graphique, on peut utiliser (28), c’est-à-dire

v(t,x) = c(t − x,x)ert . (32)

Ainsi, l’hypothèse improbable (31) n’est plus nécessaire pour démontrer la croissance
exponentielle de la valeur reproductive totale. La définition (32) requiert bien sûr que
r ait été prédéfini : cela peut être un problème si l’on considère comme dans [55] des
fertilités et des mortalités arbitraires et pas seulement périodiques. En utilisant (32)
comme définition pour la valeur reproductive, on voit facilement que la constance de
C(t) est équivalente à la croissance exponentielle de la valeur reproductive totaleV(t)
définie par (9) :V(t) = ertC(t) = ert C(0) = ert V(0).
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