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Résure

Il'y a eu de nombreuses études sur la résonance entreital@ératurelle d'une
maladie endémique et un taux de contact saisonnier pguedCet article ne se
focalise pas sur la résonance pour des maladies endé&mnitpis sur la résonance
pour des maladies émergentes. La périodicité peut avgirgrande influence sur
le taux de croissance initial et donc sur le seuil épidemidl y a résonance quand
I'équation d’Euler-Lotka a une racine complexe dont latipaimaginaire (c’est-
a-dire la frequence naturelle) est proche de la pulsatfiortaux de contact et
dont la partie réelle n'est pas trop €loignée du pareengalthusien. C’est une
sorte d’analogue en temps continu des travaux de S. Tukapsur les modeles
de population en temps discret, qui étaient d'ailleursivst par les travaux de
A. J. Coale sur des modeles démographiques en temps e@w#it une fertilite
périodique. On illustre ce phénoméne de résonancelssieprs modeles simples
d’épidemies avec des contacts qui varient périodiquérdemmaniere hebdoma-
daire. On explique les differences surprenantes entreadela SEIR périodique
avec une période de latence distribuée exponentielleatda méme modele avec
une période de latence fixe.

1 Introduction

Depuis au moins le travail de 1932 de W. O. Kermack et A. G. MuKik [1],
on sait que les maladies infectieuses peuvent présergevsdillations amorties pres
d’'un état d’équilibre endémique. En effet, en utilisant modele simple formé d’'un
systeme d’équations differentielles ordinaires, imtimerent que les valeurs propres de
la matrice jacobienne en ce point d’équilibre peuverd éamplexes, ce qui détermine
une certaine période naturelle d’oscillation. Depuis les années 1970 et en particu-
lier depuis I'essor de la théorie du chaos, de nombreux travaux ont montré que la
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résonance entre cette période naturelle et un taux dac@aisonnier périodique ou un
autre facteur périodique pouvait induire un comporterdgnamique inattendu, méme
pour des modeles mathématiques lincairestres simplesZ,13,14,5] 61 7,/8,/9,/10] 11,
12,13/ 14,15, 16, 17, 18, 19,120, 21] 22,[23,[24[ 25, 26, 27220/ 31, 32, 33, 34].
Tout d’'abord, quand les équations linéarisées presédgilibre endémique ont une
valeur propre complexe+ iy avec une partie imaginaiggproche de la pulsatiow du
taux de contact et avec une partie réglfgroche de 04 résonance simple), alors des
oscillations relativement petites du taux de contact peuwauser de grandes oscilla-
tions de la prévalence. Deuxiemement, qugna est proche d’'un nombre rationnel
p/q# 1 avecp etq petits, et pour des amplitudes d’'oscillations suffisamngeandes
du taux de contact, la prévalence peut osciller a unauffdge sous-harmonique. Du
chaos peut également apparaitre pour certaines plagealdeirs des parametres. De
cette maniére, la théorie pouvait essayer d’expliqueiskries temporelles pour I'in-
cidence de certaines maladies telles que la rougeole, tjaidne époque endémique
mais avec des pics épidémiques a peu pres tous les deutaas certaines villes [35],
et dont on pensait par conséquent que: fgériode naturelle d’oscillation prés de
son équilibre endémique était proche de deux ans. Hogieg[36] et [37, chapitre 3]
ont également étudié des phénomenes de résonanita@rgimentre un environnement
fluctuant et une période naturelle d’oscillation presdétat d’équilibre non nul.

Indépendammentde cela, on sait depuis les travaux de Atka (voir par exemple
[38, p. 73] ou[[39]) que I'équation caractéristique (aguéation d’Euler-Lotka) pour
les modeles démographiquiéseairesen temps continu peut aussi avoir des racines
complexes, qui provoquent desondes de population. Lotka pensait qu'il y a tou-
jours une infinité de telles racines et que I'une d’entre ellen général une période
naturelle associée proche d'une génération, soit deuxais décennies pour des po-
pulations humaines. A. J. Coale a étudié le cas d’'undifentériodique et a remarqué
un accroissement significatif du taux de croissance du feddésque la période de
la fertilité est proche d’'une génération, un phénoengu’il a aussi appelé résonance
[40, figure 6.8].[41] 42, 43] ont également étudié leoré&nce de I'amplitude des os-
cillations, mais pas la résonance du taux de croissancs,lda modeles linéaires en
temps continu.[[44, 45][ [46; 13.3.2] etl[47,§ 7.3.2]) ont étudié la résonance dans
les modeles matriciels linéaires en temps discret t&tannée la transformation expo-
nentielle qui relie les modeéles en temps discret et ceurmps continu, la résonance
se produit quand la matrice qui décrit la croissance darenuitonnement constant a
une valeur propre complexet iy telle que arctafy/x) soit proche dew et telle que
le module soit proche du rayon spectral de la matrceouveau, [44] se concentre
sur la résonance de 'amplitude des oscillations mais patagésonance du taux de
croissance.

Les modeles mathématiques que I'on obtient par linédds de modeles épi-
démiques non linéaires pres de I'équilibre sans malétinon I'équilibre endémique)
sont tres semblables aux modéles de population lireamentionnés dans le para-
graphe précédent; la variable age est remplacée pamlgst écoulé depuis I'infection.
Par conséquent, on s’attend a ce que la résonance dugazmidsance initial puisse
aussi se produire dans un environnement périodique, cehaumige considérablement
le seuil épidémique. Cela peut avoir des conséquencpertantes pour les mala-
dies émergentes. Noter cependant que pour beaucoup déiesat@nsmises par voie



aérienne, le temps moyen entre deux générations dtegest de I'ordre d’une ou deux
semaines; cela dépend de la période de latence. Ainsi stattend a de la résonance
a priori que si le taux de contact varie avec une période du méme,dyghiquement
s'il varie de maniere hebdomadaire. Ce n’est pas déra@ulr si I'on pense que les
taux de contact peuvent différer entre les jours de la seeneti les week-ends. Pour
les enfants scolarisés, le taux de contact baisse prahehtependant les week-ends.
on peut aussi penser a une maladie infectieuse pour desiaxie ferme vendus une
fois par semaine dans un marché.

La section 2 rappelle comment calculer le taux de croissdans les modeles de
population qui sont linéaires, périodiques et contimuseenps. On donne une formule
générale pour la perturbation du premier ordre; elle ifgirvenir la notion de va-
leur reproductive dans un environnement périodique. [dais une petite perturbation
périodique d’'un modele avec des coefficients qui ne dépetpas du temps, cette for-
mule montre qu'il est nécessaire d'inclure un terme de rs@@rdre pour étudier la
résonance du taux de croissance.

La section 3 présente trois méthodes différentes powli€r la résonance. Les deux
premieéres méthodes, I'une purement numeérique, I'aentirpartie analytique, reposent
sur nos travaux antérieuis [48,149] 50]. La troisiemehoéé suggere, comme on peut
s'y attendre, que la résonance du taux de croissance seipltosque I'équation
d’Euler-Lotka [38, p. 65] a une racine complexe avec unei@amaginaire proche
de la pulsation du taux de contact et une partie réelle grdarparametre malthusien;
il y a aussi une autre condition technique.

La sectior % applique les trois méthodes a cing modghéeaiques classiques
avec des taux de contact périodiques pour montrer comnesninddeles avec seule-
ment de legeres differences peuvent avoir des pra@wig@en differentes :

— un modele SIR avec une période infectieuse exponentedist-a-dire distribuée
exponentiellement; la résonance du taux de croissaniial yiest impossible.
L'objectif est d'insister sur le fait que ce modele est gpt@mnel dans le sens ou
le taux de croissance initial est méme complétemenpedéant de la frequence
du facteur périodique. Ce modele est responsable d=legdmmune mais fausse
suivant laquelle les modeles linéarisés avec des caeftepériodiques se traitent
facilement en prenant la moyenne.

— un modele SIR avec une période infectieuse fixe, pourdelgurésonance est
possible. Mais avec les valeurs des paramétres choigi¢es iésonance s’avere
trés faible.

— un modele SEIR avec une période de latence et une pénfedtieuse qui sont
distribuées exponentiellement; la résonance est inifplessomme|([49] I'a re-
marqué, mais le taux de croissance dépend du factewdiguie, contrairement
au premier modele SIR.

— un modele SEIR avec une période de latence fixe et unedetinfectieuse dis-
tribuée exponentiellement, ol contrairement aux meslprécédents une forte
résonance est possible, comme [50] I'a remarqué.

— un modele SEIR avec une période de latence qui suit utigbdibon Gamma
et une période infectieuse distribuée exponentielldéneEast une généralisation
des deux modeles précédents, qui montre comment laaése devient impos-
sible lorsque la distribution de la période de latenceg@pssgressivement d’'une



fonction en escalier a une exponentielle.
Un point clé est que I'equation d’Euler-Lotka pour le netel autonome peut bien
ne pas avoir de racine complexe autre que sa racine r&éllg, §4.3), comme[[51]
I'a déja remarqué. Bien siir, on sait depuis longtempsdpux modeles épidémiques
avec seulement une distribution différente pour le tengsse dans un compartiment
peuvent avoir des propriétés qualitatives differentesr I'étude de I'existence de so-
lutions périodiques pour les modeles épidémiquesranes([12§3].

Enrésumé, la regkepriori raisonnable d'un point de vue biologique, selon laquelle
la résonance du seuil épidémique est importante lorkgfréquence de I'environne-
ment est proche d'une fréquence naturelle de la maladimarehe pas toujours. De
maniére surprenante, elle ne marche pas pour le modsletule simples, les modeles
SIR et SEIR avec des période de latence et d’infectiosgfibuées exponentielle-
ment. Cette regle doit étre remplacée par une étudegplcise des racines complexes
de I'équation d’Euler-Lotka. Un phénoméne de résoeasimilaire peut se produire
pour la reproductivité netty [50, figure 1]. On devrait donc revoir les estimations de
Ry pour les maladies se propageant dans un environnemeadjsgre tel que I'école.

Le premier appendice contient une preuve de la croissantzewddeur reproduc-
tive totale d’'une population dans un environnement pégioel; c’est un corollaire
de notre étude et une généralisation d'un résultasitjae de R.A. Fisher pour les
modeles de population autonomes|[52, chapitre 2]. Le skappendice explique pour-
quoi la définition que I'on propose pour la valeur reprodugctians un environnement
périodique (inspirée dé [53]) a, a notre avis, de meiltsipropriétés que la définition
utilisée dans [54, 55].

2 Théorie perturbative : formules du premier ordre

2.1 Le taux de croissance initial comme valeur propre

Lorsqu’on étudie la stabilité de I'équilibre sans mad¢ad’'un modéle épidémique,
la premiere chose a faire est de linéariser le modée de cet équilibre. Le systeme
linéaire qui en résulte peut en général s’écrire commeéquation intégrale de renou-
vellement de la forme

J(t):/()mdb(t,x)J(t—x)dx, 1)

ou d(t,x) est une fonction positive qui e$tpériodique par rapportési le systeme
initial a des coefficient§ -périodiques. Noter ici qud(t) peut &tre un vecteur co-
lonne (Jy(t),...,dn(t))T, avec lindicek = 1,...,n qui représente differents types de
personnes infectées, tandis qbé,x) est une matrice carrée de tailleLa fonction
Jk(t) représente le nombre de nouvelles personnes qui entrestlé@@ompartiment
infecték par unité de temps au tempst &y ,(t,x) est le nombre moyen d'infections
de typek produites par unité de temps au tenigar une personne infectée au temps
t — x et entrée dans le compartimeénDoncx est le temps depuis I'infection.

Pour simplifier, on ne considérera que le nas 1 puisque c’est suffisant pour les
exemples que nous avons a I'esprit. Ce cas intervient pampbe (mais pas seule-
ment) lorsqu’on considére une population unique de pesemfectées avec un taux



de guérisonu(t, x) et un taux de contaeteffectif> B(t,x) (produit du taux de contact
et de la probabilité de transmission par contact) qui dédpat du temps et du temps
x écoulé depuis l'infection. On suppose que les fonctig(isx) et B3(t,x) sontT-
périodiques par rapporttaSoiti(t, x) la densité de population infectée depxiisnités
de temps au temps Dans I'approximation linéaire prés de I'équilibre sanaladie,
i(t,x) est solution du systeme

di  0i . . *® .

A uXit,x) =0, it0) :/ B(t,%)i(t, x) dx. 2)

ot 0dx 0

SoitJ(t) =i(t,0). Alors J(t) verifie (1) avec
P(t,x) =Lt —x,X) B(t,x) et é(r,x):exp(—/(;xu(r+y,y)dy). (3)

Ici, £(1,x) est la probabilité pour qu'une personne nouvellementiéke au temps
soit encore infectée au tempst x. Le taux de croissance initialde I'épidémie est
I'uniqgue nombre réel tel que I'équation intégrale

p(t) = /Oooe’rXCD(t,x) p(t —x) dx, 4)

ait une solutionp(t) positive, non triviale el -périodique[40, 48, 49, 50, 53,156./57,
58]. Comme dans [53], c’est aussi I'unique nombre réel teil gxiste une fonction
u(t,x) positive, non trivialeT -périodique par rapporti vérifiant

————— p(t,x)u(t,x) =ru(t,x), u(t,O):/(;mB(t,x)u(t,x)dn (5)

et la condition de normalisation

%/O.T'/:u(t,x)dxdtzl. (6)

Enfin, comme dan$ [53], le taux de croissanest aussi I'unique nombre réel tel qu'il
existe une fonctior(t, x) positive, non triviale[T -périodique par rapportt vérifiant
I'equation adjointe

ov ov

EJrE(—u(t,x)v(t,x)+B(t,x)v(t,0):rv(t,x), (7

avec la condition de normalisation

(V) = % /(;T/o'mu(t,x)v(t,x) et = 1. ®)

Le triplet(r,u,Vv) est celui qui vient de la théorie de Krein et Rutman pour [erateurs
positifs [53, théoreme 5.1].

On peut appeler(t,x) la < valeur reproductive d’un individu infecté depuianités
de temps au tempss>. Noter que dans les modeles demographig@ésx) serait la
fertilité et u(t,x) la mortalité. Sauf pour la normalisation, cette fonctigh x) est



la généralisation pour le modeéle avec des coefficieatigiques de la définition de
Fisher pour la valeur reproductive dans les modeles antes§52| 59, 60]. Noter aussi
gue [53] ne mentionne pas le lien avec la notion de valeuodkptive.[61] a présenté
réecemment des généralisations dans d’'autres dirextion

Avec la présente définition det, x), on peut facilement généraliser un theoreme di
a Fisher[[52, chapitre 2] en montrant que la valeur reprtigeitotale d’'une population
qui verifie [2), définie par

Vi) :/(;mi(t,x)v(t,x)dx, ©)

est égale a/(0)€e" (voir 'appendice 1). C’est la raison principale pour latgida
définition que nous utilisons pour la valeur reproductigasiun environnement pério-
dique semble plus appropriée que celle[de [[54, 55] (voad&ndice 2).

2.2 Formules perturbatives du premier ordre pour le taux de cois-
sance du systme (2)

Considérons d'abord le cas @i(t,x) = Ho(t,X) + € 1 (t,x), avec deux fonctions
Lo(t,X) et iy (t,X) qui sont périodiques par rapport 2Ecrivons la premiére équation
de [B) sous la formeZ;u = ru, ou % est un opérateur différentiel linéaire sur un
espace de fonctions-périodiques (par rapport a la variab)eui satisfont la contrainte
donnée par la seconde équation [de (5). Aléfs= %+ €.#, avec(#u)(t,x) =
—pa(t,x)u(t,x). Soit(ro,up, Vo) le triplet associé ave&y. La théorie perturbative des
opérateurs linéaires [62] dit que la valeur propre ppatér. associée &; est telle
querg =ro+ £p +0(€) quands — 0 (notations de Landau), ou

T foo
p=(vove) =1 [ [ttt volt e (10)

Noter quep < 0 siuy > 0, comme il se doit.

De méme, on peut considérer le casefiLx) = So(t,x) + & Bi(t,X), avec deux
fonctionsy(t,x) et Bi(t,x) qui sont périodiques par rapport 2crivons [7) sous la
forme Llv=rv. Alors ¢} = £+ € .4, avec(AV)(t,x) = B1(t,X) v(t,0). Noter que
(ro,Vo,Up) est le triplet associé &{. La méme théorie perturbative dit que la valeur
propre principale, associée & est telle ques =ro+ &' p’ + o(¢’) quande’ — 0,
ou LT .

p' = (AN Vo, o) = T /0 Vo(t,0) /0 Ba(t,X) uo(t, x) dx dt . (11)

Noter quep’ > 0 si 31 > 0, comme il se doit.

2.3 Formules perturbatives du premier ordre pour le taux de ¢ois-
sance dans deux cas particuliers

Coefficients indgpendants du temps. Si p(t,x) = p(x) et B(t,x) = B(x), alors [4)
montre que le taux de croissance inittaést I'unique solution réelle de I'équation



d’Euler-Lotka
0o X
1— / e (X dx oll B(x) = ((X)B(X) et ((x)=exp(- / u(y)dy). (12)
0 0

Les solutions dd {5)-16) €l(7)d(8) sont les formules biemmees dues a Lotka et Fisher
pour la pyramide par age et pour la valeur reproductive :
e ™YU(x)

Jo eV e(y)dy’
Si pu(x) = po(X) + pa(x) ou B(x) = Bo(x) + €’ B1(x), alors [ID) et[(TN1) se réduisent a

~Jo Ha(x) [ e " bo(y) Bo(y) dy dx o= Jo € " Lo (x) Bu(x) dx
Jo €% Lo(x) Bo(X) dx CT o xeTolo(x) Bo(x) dx
Aux notations pres, ces formules sont dues a W.D. Ham{itoir [63, équations (9)

et (25)] et [64]). Pour les modeles en temps disctet, [46/68567] présentent des
formules similaires.

v =v0) [e 0 pyay.  @3)

u(x) Iy

p= (14)

Coefficients independants dex. Si u(t,x) = u(t) et 3(t,x) = B(t), alors on peut
montrer (voir [48,55] pourr etu(t,x)) que les solutions del(4L1(5)}(6) &1 (7)-(8) sont

)
r:$émm—mmm,
Blt—x) e 809 gt Ry

1 Jo w(r)dr O

ol 'on a posap(t) = e t+/o(BIN-KD)AT Noter que la valeur reproductivét, x) est
indépendante dr. Si p(t) = po(t) + epa(t) ou B(t) = Bo(t) + € Ba(t), alors [I0) et
(11) se réduisent a

u(t,x) =

) V(t,X) =

T T
p:—%/o pi(t)dt p/:%/oﬁl(t)dtv

comme il se doit étant donnée I'expressiorrde

2.4 Le taux de croissance pour une petite perturbation priodique
du cas autonome

Considérons maintenant le cas d’une petite perturbagongique d'une situation
autonome de la forme

HEX) = Ho(¥),  B(t.X) = (1+E£COSwH)Bo(X) (15)

avec|e| < 1. La sinusoide est le facteur périodique le plus utitla@s la littérature.
Dans ce cas, I'equatiohl(3) prend la forme

®(t,x) = (1+ ecoswt)p(X), (16)



avec@(x) = £o(x) Bo(x). Les fonctionaug(t,X) et vo(t,x) sont toujours indépendantes
det et données pal (13). Puisque la moyenne temporel|fs (@ex) = cog wt) Bo(X) est

0, I'equation [T1L) montre qug’ = 0. Doncr = ro+0(¢). A cause de cela, on doit
etudier le terme d’ordre? pour voir comment la résonance du taux de croissapce
peut se produire.

Il faut insister sur le fait que pas toutes les situationgrieésantes sont de la forme
(@5). Par exemple, si I'on étudie l'influence d’un petit obgament climatique sur une
maladie a vecteurs, alogg(t,x) et By(t,x) seront des fonctions périodiques du temps
a cause de la saisonnalité de la population de vecteurss D pareil cas, le chan-
gement du premier ordre dans le taux de croissance donni&gaation [11) sera
vraisemblablement différent de zéro.

Dans le reste de cet article (sauf dans les deux appendicesg, focalisera sur les
modeles linéarisés qui s’écrivent sous la forme d’agadtion de renouvellemeni (1)
avec un noyaub(t,x) de la forme[(IB), méme si certains de ces modeles ne peuvent
s’écrire sous la forme de I'equation aux dérivees phes [2).

3 Formule du second ordre et Esonance

[50] a développé une méthode numérique spéciale palauler le taux de crois-
sance lorsque le noya(t, x) est de la formd (16). Noter cependant que les méthodes
de [49/50] pouvaient gérer un facteur périodique arbéran particulier le cas d’'une
fonction périodique en escalier, qui est plus réaliste seulement pour la difféerence
annuelle entre la période scolaire et les vacances mass paugr la difference hebdo-
madaire entre les jours de la semaine et les week-ends.

On dira de maniere peu précise qu'il yxaésonance si r, est significativement
plus grand queg lorsquee # 0 pour certaines valeurs spéciales de la pulsadon
c'est-a-dire si certaines fréquences spéciales fagntila croissance. Les questions
sont alors : la résonance peut-elle se produire et si ouir qoelles valeurs des pa-
rametres ?

La premiere méthode, et la plus évidente, pour répoadces questions est de
calculerrg numériqguement et de le comparer avec[50] a montré que le taux de
croissance . défini par [4) et[(16) est la racine réelle la plus grande’'&guhtion
suivante, qui fait intervenir une fraction continue,

2
~ 4
1/@(r)—1=2Re £/ 2/4 ) a7)
/() —1-— 77
() —1-——
ou Re désigne la partie réelle et ou par définition
@(r) = [ p0oe ™ ax 18)
0

est la transformée de Laplace @) calculée erz=r + niw. Noter que lorsque = 0,
(@2) se réduit am(r) = 1, qui est 'equation d’Euler-Lotk&(12).



Il'y a une deuxieme méthode pour détecter la résonad€e50] ont obtenu une
formule approchée du second ordre paudéfini par [4) et[(16) lorsque est petit :

re=ro+a&’+o(e?) avec a=-— (19)

1 1
= Re( = ) .

2¢)(r0)  ‘1/@u(ro)—1
De cette maniére, on voit que la résonance se prodaitsiO et sia n’est pas trés
petit comparé &p. On peut facilement vérifier ces conditions numériquetmidoter
que pour les modeles en temps discret| [44] a étudiéslan@nce de I'amplitude des
oscillations de la population mais, aprés avoir remamuee le taux de croissancg
vérifiaitr, = ro4 O(£2), n'a pas étudié la résonance pour le taux de croissance.

Il'y a enfin une troisieme méthode, peut-étre la plusr@déante, pour détecter
la résonance. Elle s’inspire des idées|d€ [44, 45] poumedeles en temps discret
mais aussi de I'abondante littérature mentionnée damsdduction sur la résonance
pres d'un équilibre endémique dans les modeles en tampsnu. On s'attend a ce
que la résonance se produise lorsque I'equation d’ Hidéka (12) a une paire de
racines complexes conjuguées x+ iy avecy proche dew et x proche du parametre
malthusierq. En effet, supposons que= & +iw soit une racine exacte de {12). Alors

@)= [ e -1,

Si la partie réell€ est proche dey, plus précisement $ip — &)/ w est petit, on a tres
approximativement

o~

@u(ro) ~ @u(&) + (ro— &)@ (&) =1+ (ro— &)@ (€).

Remplacons cette approximation dans la forn{ulé (19) poetrconsiderons a nouveau
querg — & est petit. On obtient

g~ L Re(Al ) (20)
2¢p(ro)(ro—&)  ¢(&)

On sait bien s{ir que, pour toute racine & +iw de [12), 'inégalité strict€ < ro est

vraie. Noter aussi que

@(ro) = —/OOOX(,O(X) e "dx < 0.

Par ailleurs, pour tout nombre complexe x+iy, on a R¢1/z) = x/(x2+y?) ; le signe

de R€1/z) est le méme que le signe de(®Re Donc pour[(2D), on a juste a déterminer
le signe de R@?{(E)). Si Re(@i(é)) < 0, alorsa est positif et grand a cause du petit
dénominateu(ro — &). Autrement ditr, sera significativement plus grand que: il

y arésonance. Le degré de résonance se mesure d'uneeentniere par la distance
ro— ¢. Plus elle est petite, plus la résonance est importantgpétans aussi qug — &

est lié a la vitesse avec laquelle la population tend varfoeme stable (au sens de
Lotka, avec la durée d’'infectionqui remplace I'age). Dans les modeles épidémiques,
cette notion n’est pas treés importante car les termes néailies dominent rapidement
la dynamique.



On a essayé de démontrer que la conditio(‘rﬁ{e(é)) < Orésulte de nos hypothéses
mais n’avons pas réussi. Donc pour le moment, elle dait &@nsidérée comme une
condition technique supplémentaire pour que la résanaa@roduise.

Pour cette troisieme méthode, un point important est @agiation d’Euler-Lotka
peut ne pas avoir de racine complexe autre que la racinke reemme|([51] I'a re-
marqué. C’est ce qui distingue les modeles ou la résmmpaut se produire et ceux ou
elle ne se produit pas. Bien qu'il soit possible de calcidéemps de génération moyen
dans chaque modele, cela ne veut pas dire qu'il y a toujauesacine complexe de
I'équation d’Euler-Lotka avec une partie imaginaire grede ce temps de génération,
comme on pourrait le croire en lisant les explications d&k& {88, p. 76-77].

Dans la prochaine section, on va étudier ces trois méghpder plusieurs modeles
épidémiques simples avec un taux de contact périodiopdr, montrer comment des
modelesa priori peu differents peuvent avoir des propriétés bien diffiges en ce qui
concerne la résonance du taux de croissance initial.

4 Exemples

4.1 Le mockle SIR periodique

SoitS(t) la proportion de personnes susceptibles (non infectBgs)a proportion
de personnes infectées et infectieusef (el la proportion de personnes ayant guéri.
Considérons le modele donné par

S(t)=-a(t)Sl, I'(t)=a(t)SI-bl, R(t)=Dbl,

avecS+1+R=1,a(t) =a(l+ ecoswt) et|e| < 1. Le parametra(t) est le taux de
transmission, qui est de période= 217/ w. Le parametréd est le taux de guérison.
2, 13,04,5,6) 7 17,22, 26, 33] ont étudié ce modele avectdames additionnels
pour les naissances et les moiits| [25] avec des personagegqli redeviennent sus-
ceptibles apres un certain temgs,|[68] avec les deux. Gioatnent aux travaux sur
la résonance pour les maladies endémiques, noter quditi@dde naissances et de
morts ou le retour dans le compartiment susceptible ne sitgportants pour le seuil
épidémique. On a omis ces termes (dans ce modele et aunsslad autres modeles ci-
dessous) pour garder la discussion aussi simple que passibl

L'équilibre sans maladie e$51,R) = (1,0,0). On linéarise le systeme prés de
cet équilibre et I'on posé(t) = a(t) I (t) ; c’est le nombre de nouvelles infections par
unité de temps dans cette approximation. On peut véritierd¢f) est solution d’une
équation de la formél1) avelc {16). En utilisdnil (12)] (18[LE), on trouve facilement
que

p(x)=ae®, @(r)=a/(b+r+niw), rp=a—b, a=0.

La premiere méthode pour détecter la résonance cerststiculer. numériquement.
Pour le présent modelé, [50] a déja remarquérgaea— b = rg est une racine dé(I1L7)
pour tout|e| < 1, maisa priori peut-étre pas la plus grande. Donc on peut suspecter
querg = ro. Et en effet,[[4855] montre par une autre méthode, partant de la définition
@) der,, quer; est exactement égalrg. Il n'y a pas de résonance, quelles que soient
les valeurs des parametres.
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La seconde méthode se focalise auici a est nul, ce qui tend a confirmer qu'il
n'y a pas de résonance. Quant a la troisieme méthodept®query est la seule
racine dans tout le plan complexe de I'equation d’Euletkad12) ; donc il n’y a pas
de résonance. Tout ceci est trivial car on arrive aux méeneslusions en calculant
analytiquement la solution de I'équation differentdihéarisée pour(t) ; c’est ce qui
est fait d’habitude dans la littérature. Cependant il @st ie méme intéressant de voir
comment la méthode générale marche sur un exempld trivia

Le fait quer, soit indépendant de dans ce modele fait penser a 'idée que la dis-
tribution de probabilit@p(x)/ [o° @(x) dx = be P est, parmi les distributions de proba-
bilité sur la demi-droitd0, ) avec la méme moyenn¢gl, celle d’entropie maximale
et donc la plus résistante aux perturbations environnementalesprésentées ici par
le facteur périodique [74]. Rappelons quel[74] insistelslien entre I'entropie et les
racines complexes de I'equation d’'Euler-Lotka.

4.2 Le moctle SIR periodique avec une @riode d’infection fixe

Considérons le modele

S(t)y=-at)St)I(t), I'(t) =at)St)I{t)—at-1)St-1)I{t—1),
Rit)=at—1)St—1)I(t—1),

avecS+ | +R=1 eta(t) = a(1+ ecoswt). Le parameétra est la durée de la période
infectieuse.[[6] 22] ont étudié ce modeéle avec des temieenaissance et de mort,
[69,[70, 71 72] avec des personnes infectées qui retotdirectement dans le com-
partiment des susceptibles et non dans le compartimentubgsgCette derniére va-
riante ne change pas le seuil épidémique.

L'équilibre sans maladie e$§,1,R) = (1,0,0). Le nombre de nouvelles infections
par unité de temps dans le modéle linéard$g), = a(t) | (t), est solution d’'une équation
de la forme[(ll) aved (16). Ici

; JAR—— , =a
0 if x>r, ale " " ginon ’ ro

(21)

a if x<r, -~ ar sir+niw=0 _l—g ol
0={ (r)—{ gt

r+niw

Noter querg est une fonction implicite de, mais que
1 o
T=—=lo (1——_). 22
5 log 5 (22)

De plusrg — — quandt — 0, ro change de signe quarid= 1/a, etro — a quand
T — +o0; on peut facilement le démontrer avécl(21)[efl (22). La fdex(@3) pour
o ne peut pas vraiment étre simplifieée. Supposonsue2rm/w = 1; c’est juste
une question de choix de l'unité de temps. Comme exempieidérons comme dans
[69,70/71/ 7P] le cas oa= 1 par unité de temps.

Avec la premiére méthode, la figure 1a montre comment be d&ucroissance,
dépend de la période infectieus@our 0< T < 2,5 et pour diverses valeurs deUn
zoom sur la figure montrerait quig > ro pour € # 0 lorsque 1< 7 < 1,43 et lorsque
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FIGURE 1 — Résonance faible dans le modele SIR périodique avegériode in-
fectieuse fixe. (a) Taux de croissangeen fonction de la période infectieusepour
diverses valeurs de (b) a en fonction der.

2 < T < 2,44 (approximativement). Néanmoins la difféerence s significative. Il
n'y a qu’une faible résonance.

Avec la deuxieme méthode, la figure 1b montre comneedépend de la période
infectieuser dans la méme plage de valeurs. Numériquentent0 pour 1< 7 < 1,43
et 2< 1 < 2,44, comme il se doit. Le maximum @e/ro, qui est atteint lorsque ~
1,174, est d’environ 9.4%. Cela confirme la faiblesse desamance.

Avec la troisieme méthode, rappelons tout d’abord qu'dl toujours une unique
racine réelleg de I'equation d’Euler-Lotkd (21). Mais cette équationussi une infi-
nité de paires de racines complexes conjuguées : c’esisi@las généralement pour
les modéles op(x) a un support compact (voir par exemplel[75, p. 15] ol [76, 32
324]). Parmi ces racines complexes, certaines peuventiavepartie imaginaire égale
a w pour certaines valeurs particulieres dePour trouver ces valeurs, noter que la
derniere équation dé(P1), avee= x+iy a la place deg, équivaut (si I'on exclut
x =y = 0) au systeme réel

x=a(l—e *cogyr)), y=ae " sin(yr).

Posong = w et éliminonsx de la deuxieme équation. On obtient une seule équation
pourrt : _

lo { } ! + & _
wr 09 asin(wr)! tanwr) ©

(23)

Noter que le coté gauche est une fonction continuepleur toutnT < 7 < (n4+1/2)T

et tout entiem > 1, qui tend vers-« lorsquetr — nT™, et qui tend verst« lorsque

T — (n+1/2)T~. Donc [23) a une infinité de solutions positives< T, < ---. Pour

notre exemple ow = 2reta= 1, on obtient 1; ~ 1,187,1, ~ 2,204,713 ~ 3,211. ..
Lorsquet = 11, les racines complexes conjuguées[de (21) avec la pasleda

plus grande sont; +iw ol x; ~ —1,615, tandis queg ~ 0,303. Donc bien que la

condition technique Re(x1)) ~ —1,19< 0 soit satisfaite, la difféerence entxgetrg

esttrop grande pour qu’une résonance significative seysedro—x;)/w~0,30. De

méme lorsque = Ty, les racines complexes conjuguéedde (21) avec la secantite p
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réelle la plus grande sowrs + i‘i) avecxp ~ —0,853, tandis quey ~ 0,845. Donc bien
que la condition technique R@{(x2)) ~ —2,23< 0 soit satisfaite, la difference entre
X2 etrg est a nouveau trop grande pour qu’une résonance sigiviicsg produise :
(ro—X2)/w~ 0,27. La méme conclusion vaut pour les autres racines @xag| qui
pourt = T, ont une partie imaginaire égalexa

4.3 Un mockle SEIR periodique

Supposons maintenant qu’il y ait une proportig(t) de la population qui soit
infectée mais pas encore infectieuse, c’est-a-dire gtidsins la phase latente. Consi-
dérons le modele

S(t)=-a(t)SI, E'(t)=at)SI-cE, I'(t)=cE-bl, R(t)=bl,

avecS+E+1+R=1eta(t) = a(1+ ecoswt). Le nouveau paramétieest le taux
auquel les personnes infectées deviennent infectief86&5/9,[10/ 14, 15, 16, 17, 18,
22,123,29] 38 34] ont étudié ce modele avec des termeti@dtkls de naissance
et de mort,[[7B] avec les personnes guéries qui retourream & compartiment des
susceptibles, et [68] avec les deux. Quand +, ce modele tend vers le modele SIR
de la sectiof 4]1.

L'équilibre sans maladie e$S E,1,R) = (1,0,0,0). Le nombre de nouvelles in-
fections par unité de temps dans le modeéle linéadigé = a(t)1(t), est solution d'une
équation de la formél1) avec {16). Ici,

_ e,cx_efbx ~ acC
(p(X)—aCWy %(r)_ (r+c+niw)(r+b+niw)’

o —(b+c)++/(b—c)2+4ac g —(ac)?
° 2 ’ (b—c)2+4ac|w?+ (b—c)2+4ad
(24)

Pour la premiere méthode, considérons par exemple leicds= 27/w = 1 se-
maine, qui modélise des differences de taux de contat &% jours de la semaine et
les week-ends, et ou la période infectieuse moyenfiee$t égale a 2 jours, soit 2/7
semaine. Prenons un taux de contact mayent,2b, ce qui donne une reproductivité
nettea/b quande = 0 égale a 1,2, une hypothése raisonnable si I'on corsidie
maladie @mergente. La figurk 2 montre comment le taux desance . dépend de la
période de latence moyenngclpour diverses valeurs de Noter quer, est toujours
plus petit queg lorsques # 0. Il n'y a pas de résonance.

Pour la deuxieme méthode, on remarque que 0 : il n'y a pas de résonance.
Quant a la troisieme méthode, I'équation d’Euler-Lafk2) pour ce modele n'aqu’une
seule racine, a savoip, dans la partie du plan complexe ou converge l'intégrale d
coté droit de[(IR) : R@) > max{—b,—c}. Noter querq est solution d'une équation
polynomiale de degré 2. L'autre solution, donnée pal é24c un signe moins devant
laracine carrée, est une racine de I'équation dedui@Z)goar continuation analytique
de lintégrale [51]. Pour cette seconde solution, I'grée diverge. De toute facon,
cette solution est réelle ; il n’y a pas de résonance.
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FIGURE 2 — Absence de résonance dans le modele SEIR périodiguaul de crois-
sance ¢ en fonction de la moyenne de la période de latenegbur différentes valeurs
dee.

4.4 Le mockle SEIR periodique avec une @riode de latence fixe

Le modele est donné par

S(t)=-at)St)I(t), E'(t)=at)St)It)—at—1)St-1)I({t-1),
't)=at—1)St—1)I(t—1)—Dbl(t), R(t) =bl(t),

avecS+E+1+R=1 eta(t) = a(1+ ecoswt). Il figure implicitement dand [58] et
sous une forme légerement differente dans [50]. Le pata@mn est maintenant la durée
de la période de latence. Quand- 0, le modele tend vers celui de la secfion 4.1.

L'équilibre sans maladie e$5 E,1,R) = (1,0,0,0). Le nombre de nouvelles in-
fections par unité de temps dans le modele linéadigé~ a(t)1(t), est solution d’'une
équation de la formél1) avec {16). Ici

0 si x<T1 ~ _ g Mot _
ox) = { TeboeT) g xi r: (r) = am, ro=ae "' —b. (25)
Noter a nouveau que la formule payrest implicite. La formule[(119) pour ne peut
étre vraiment simplifiée.

Pour la premiére méthode, on a choisi comme dans la septiacédentel =
21m/w =1 semaine, b = 2 jours ou 2/7 semaine, at=1,2b. La figure[3a montre
comment le taux de croissancg dépend de la période de latentepour diverses
valeurs des. Remarquer dans la figuké 3a que la résonance se produtamaiti-
vement pour 0,66 T < 1 et 1,66< 7 < 2. Il y a aussi résonance pour des valeurs
plus grandes de, que I'on ne montre pas. [50] a obtenu une figure semblable pou
un modele légérement different (SEIS et non SEIR) ; rmaisune explication pour les
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< bosses- n'avait été donnée. Noter que lorsgeie- 1, le taux de croissanag peut
devenir négatif dans une certaine plage de valeurs deriadgéde latence. Dans
ce cas, moyenner le taux de contact (ce qui équivaut a prend 0) prédirait une
croissance épidémique alors qu’en fait aucune épidémipeut envahir la population.

0.5
0.41
0.3]
0.2]
0.1]

0.0
-0.1]
-0.2]
-0.3]

-0.4]

-05

FIGURE 3 — Résonance dans le modele SEIR périodique avec uialpéte latence
fixe. (a) Taux d’accroissement en fonction de la période de latenceour differentes
valeurs dee. (b) a en fonction der.

Avec la deuxieme méthode, on peut vérifier numériquearmara > 0 au moins
pour 0,66< T < 1 et1,66< T < 2 (Figure_3b). Avec la troisieme méthode, la question
est de savoir si 'équation d’'Euler-Lotka du coté drat{@3) peut avoir des solutions
r avec une partie imaginaingégale aw. Posong = x+iy. L'équation pourr peut
s’écrire comme un systeme réel powaty :

x=ae coqyr)—b, y=-ae*sin(yr).

Posong = w et éliminonsx de la seconde équation. On obtient

=0. (26)

| w 1 b
wT og{ a_sin(wr)} tanwr)
Comme dans la sectidn 4.2, le coté gauche est une fondlistmae der pour tout
(n—1/2)T < T <nT ettout entien > 1, qui tend vers-w lorsquer — (n—1/2)T*, et
qui tend verst- lorsquetr — nT—. Donc [26) a une infinité de solutions < 17, < - -
qui tendent verst-co, pour lesquelles on peut s'attendre & de la résonansalRans
(28) numériqguement avec les mémes valeurs des paranggieesi-dessus. On obtient :
711 ~0,819,1, ~ 1,825,153 ~ 2,827...

LorsqueT = 14, les racines complexes conjuguées [d€ (25) avec la pasiter”
la plus grande sot; +iw avecx; ~ —0,609, tandis quey ~ 0,166. La condition
technique R(ar?{(xl)) ~ —0,88< 0 est vérifiée et la difference entxgetrg est assez
petite : (ro — x1)/w ~ 0,12. Donc il y a résonance lorsque~ 11. Lorsquet = 1o,
les racines complexes conjuguéesde (25) avec la paeiie rfui arrive en second par
ordre décroissant SORf + iw avecxp ~ —0,284, tandis quey ~ 0,086.A nouveau, la
condition technique Rg; (x2)) ~ —1,89< 0 est vérifiee et la difference entxgetrg
est petite (ro —x2)/w ~ 0,06. Il y a résonance lorsque~ 1. Il y a aussi résonance
lorsquer = 1, pourn > 2.
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D’un point de vue pratique, remarquer qu’il n’est pas imjdssqu’'une maladie
ait une période de latenaeproche der; (ici, environ 5,7 jours) suivie en moyenne
de deux jours de période infectieuse. Un taux de contact ame période d'une se-
maine (due a la difféerence entre les jours de la semaineseiveek-ends) peut pro-
voquer une forte résonance pour une telle maladie. Noteguie le temps entre deux
générations 5" x@(x) dx/ [ @(x)dx = 11 + 1/b~ 7,7 jours) est proche de la période
T =7 jours du taux de contact. Mais cette régle approchéelpaésonance ne fonc-
tionnait pas pour le modele de la section précédente.iff@rehce entre la figurgl 2
et la figure Ba est un peu surprenante. Il s’agit de modél¢R,3& premier avec une
période de latence distribuée exponentiellement, lersavec une période de latence
fixe. La conclusion biologique, savoir si la maladie va sillgr ou pas, semble trés
dépendant du choix entre ces deux modalgsiori similaires. Des modeles avec de
petites differences peuvent donc se comporter tresréiffiment quant a la résonance
du taux de croissance initial.

Les modeles SEIR ou la période de latence et la périofietivuse sont fixes,
tels que ceux avec des termes de naissance et de mort en|pz3, [présentent une
résonance similaire du taux de croissance initial. || @sbee possible de trouver des
valeurs des paramétres pour lesquelles il y a une racinplesax + iy de I'équation
d’Euler-Lotka avec une partie imaginaiyeégale aw. Mais I'astuce qui consiste a
éliminer la partie réellex pour obtenir une seule équation comme dans (26) ne fonc-
tionne plus.

4.5 Le mockle SEIR periodique avec une @riode de latence qui
suit la loi Gamma

Pour comprendre pourquoi les modeles des deux derniecti®iss donnent des
résultats si différents, considérons le cas d’'uneguierde latence qui suit la loi Gamma.
C’est une généralisation a la fois de la distribution axgntielle et de la distribu-
tion de Dirac lorsque la période de latence est fixe. Plesipément, soiff (x) =
¢V x'~te X/ (v) la distribution de la période de latence, o 0 etv > 1 sont des
nombres réels. La période de latence moyenneest/c et la variance est? = v/c?.
Lorsquev = 1, on retrouve la distribution exponentielle avec une moggtgale a Ac
de la sectiof 4]3. La distribution Gamma tend vers la distidim de Dirac erx =1 de
la sectioi 4.4 sv etc tendent vers+o tandis que le rapport/c est maintenu constant
et égal ar.

Le modele est

JE OE

S(t)=—a(t)St)I(t), E(t0)=a(t)S{t)l(t), St o = YEMX),

() :/:y(x)E(t,x)dx_bl(t), R(t) = bl(t),
avecS(t) + Jo E(t,x)dx+1(t) + R(t) = 1 eta(t) = a(1+ ecoswt). Ici, y(x) est lié &
f(x) par la relatiore= o Y& — 1 [X £ (y) dy, c’est-a-dirgy(x) = f(x)/(1— Jo f (y)dy).

[3,122] ont étudié des variantes de ces modeles. Ici onmpentrer que le nombre de
nouvelles infections par unité de temps dans le modeéaitisé J(t) = a(t)(t), est
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solution d’une équation de la fornig (1) avecl(16) et

000 =] eV i(y)dy.

On peut aussi montrer que
~ ac’ ac’

(1) = (b+r+niw)(c+r+niw)V’ o= (c+ro)V

Noter a nouveau que la formule payrest implicite. La formule[(119) pour ne peut
etre simplifiée.

La figure[4 montre le signe de (plus précisément les lignes de niveau= 0)
dans le diagrammér,1/v). Rappelons que > 0 est une condition necessaire pour
la résonance. La ligne horizontale du haut: 1, correspond au cas d’'une période de
latence distribuée exponentiellement et se trouve dgyertee du diagramme o < 0,
comme on s’y attend a la suite de la fighte 2. La lingte+ 0 (ou 1/v = 02/12 — 0)
correspond a la période de latence fixée, donc la lignedwtale du bas correspond a
la figure[3 et présente plusieurs partiescotr 0. De cette maniére, on voit comment
la résonance disparait lorsque la variaaéeroit.

1o
a<0
0.51
oa>0
0 0 : G<0 : ﬁ .
0 1 2 3

FIGURE 4 — Lignes de niveaa = 0 dans le diagrammgr,1/v), ou 1 est la période
de latence moyenne/& = 02/1° et o est la déviation standard. Les zonesm 0
sont celles ou il peut y avoir résonance. Dans la partigriefire droite du diagramme,
les zones owr < O alternent avec celles ail > 0 mais on ne montre que les lignes de
niveaua = 0.

5 Mille et un modeles de population griodiques

Evidemment la liste des modéles pourrait continuer jusdarnausée, en prenant
par exemple un taux de contact périodique d'une formeswfite [20| 21, 22, 78],
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une vaccination périodiquel[3,131,168,] 79] 80, (81,82 83884 86, 87], une popu-
lation de vecteurs ou un réservoir périodiquel [48,[49/883/90,91[ 92, 93, 94], une
démographie périodique [95,196,/97] 98] 99] ou une migragiériodiquel[100] dans
chacun des mille et un modeles épidémiques del [101]. D& pbmme le mentionne
l'introduction, I'équation linéaire[{1) se retrouve dala plupart des problemes de dy-
namique des populations (démographie, écologie gepiologie, théorie du chémostat,
immunologie, etc), au moins dans I'approximation linéadonc le méme phénomene
de résonance peut étre étudié par exemple pour lekegp@riodiques [102, 103, 104],
les pullulations périodiques de phytoplankton [105] géferts de contrdle périodiques
pour les maladies [106, 107], les entrées et sorties gigiies d’'un chémostat ([108]
parmi de nombreuses autres références), les traiteraatitéraux périodiques [109,
110], les traitements anticancéreux périodiques|[112,113], les modeles périodiques
de populations de cellules [114], etc. On s’attend a deekmance pour certains
modeles et pas pour d’autres. Noter que la réeponse de&hembdele linéarisé pres de
I'état stationnaire (ou périodique) trivial, mais pastype de termes non linéaires uti-
lisé. Ainsi la plupart des modeéles avec un petit nombreafegartiments se raménent
aux mémes calculs que ceux effectués ci-dessus.

La principale question qui demeure est de savoir si, pouaicers maladies par-
ticulieres ou pour certaines applications dans d’autoesaines de la dynamique des
populations, ce phénoméne de résonance joue un rdlifisadif. Comme on avu, c’est
une question difficile puisque pour des modeles tres @otds les modeles SEIR avec
une période de latence exponentielle ou fixe, les conalssont difféerentes méme si
ces deux modeéles pourraient convenir pour la méme malbadgéemodéles ave@(x)

a support compact sont cependant plus réalistes. DarascBamuation d’Euler-Lotka
a une infinité de racines complexes conjuguées. Donc ikese gue la résonance se
produise pour certaines valeurs des parametres.

Appendice 1 : croissance exponentielle de la valeur re-
productive totale dans un environnement @riodique

La preuve suit celle pour le cas autonome, en partani]de (®,gm utilisant la
premiere équation dgl(2) et en intégrant par parties :

%: /m[(t X) g\t/—i—zt v(t, x)] dx
_/ a—v——:(v(t X) — 1 (t,x)i(t,x)v(t,x)| dx

_/ ‘9" ‘9" H(X)v(EX) it ) e+ (L0 VL, 0).
En utilisant la seconde équation &é (2)[ét (7), on obtieatdiment

%_/(;m[%/—i-g—v—u(t X) (t7x)+v(t70)B(t7x)]i(t,x)dx:r'/omv(t,x)i(t,x)dx:rV(t).

DoncV (t) =V (0)€t.
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Remarque. Avec la définition](5) d€t,x), on voit que sii(0,x) = u(0,x), alors
i(t,x) = €tu(t,x). La croissance exponentielle de la valeur reproductivaletds (t)
implique I'égalité [5°u(t,x) v(t,x) dx = [5°u(0,x) v(0,x) dx pour toutt > 0. La normali-
sation [[8) prend la form¢;’u(t,x) v(t,x) dx = 1, comme dan$ [53].

Appendice 2 : sur la cefinition d’Ediev de la valeur re-
productive

Tout d’abord, noter ave€l(7) que la valeur reproductiveeadk gue

o0 vy LE=XY)
= — ry—x) LT AY) _
v(t,x) /Xv(t+y x,0)e X E(t—x,x)B(H_y X, Y)dy. (27)
SiI'on pose
c(t,X) = v(t+x,x)e "t (28)
alors [27) implique que
o ot
ot )= [ ot +y.0) D Bty )y 29)
0 é(t,X)

Ediev (voir [55, équation (4)]) a utilisé I'équatioh_([6omme point de départ pour
essayer de généraliser le théoreme de Fisher sur Esaraie exponentielle de la valeur
reproductive totale. Il a appetét, x) le < potentiel démographique d'un personne d'age
x née al'instant >. En introduisant le< potentiel démographique totalau tempg

c(t) = '/(;mi(t,x)c(t—x,x)dx,

[55] put montrer d’abord queQ@/dt = 0, c’est-a-dire qu€(t) = C(0) est constant.

Cependant, se souvenant comment Fisher (volr [59]) avaihalisé sa définition
de la valeur reproductive de sorte qu{@) = 1 (dans le cas ou la fertilité et la mortalité
ne dépendent pas du temps),|[55, équation (6)]) choisifeéraliser la définition de
la valeur reproductive en posant

c(t—x,X)

Y0 a0

(30)
ou I'un utilise la notation avec une étoie pour distinguer cette définition de la notre.
Noter qu’en effet/*(t,0) = 1 pour tout.

La définition [30) pour la valeur reproductive dans le casigiique n'a pas de
< bonnes- propriétés. La raison en est que dans toute la théorieldgpée jusqu’a
présent, la valeur reproductive apparait toujours commme fonction propre (ou un
vecteur propre dans le cadre discret) d'un certain opérditeeaire (voir par exemple
[61]). Dans le cas autonome, la valeur reproductive n’est fomction que de I'age
X (appelons-lav(x)) ; donc ce n’est pas un probleme de la normaliser de sorte que
v(0) = 1. Mais avec des fertilites et des mortalités qui dépabhde temps (par exemple
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de maniere périodique), la valeur reproductive est unetfon a la fois du temptset de
I'agex. Laliberté dans la normalisation de la fonction propresig que 'on n’aqu’un
seul parametre scalaire libre. Imposéft,0) = 1 pour toutt implique quev*(t,x) ne
peut étre une fonction propre, sauf ({ul(27)) si

1= [e vy ptryy)dy (31)
0

(voir [55, équation (7)]) est vrai pour un certairpour toutt. Mais (31) est presque
slrement faux & moins qué, x) et 3(t,x) ne dépendent pas du temps.|/[55] dut suppo-
ser [31) pour montrer que la valeur reproductive totalené&foar i (t, x) v* (t, x) dx
grandit exponentiellement au tarix

Si I'on veut vraiment définir la valeur reproductive a jradu potentiel démo-
graphique, on peut utilisdr (28), c’est-a-dire

v(t,X) = c(t —x,x) €. (32)

Ainsi, I'nypothése improbablé (81) n’est plus nécessainur démontrer la croissance
exponentielle de la valeur reproductive totale. La dé&éini{32) requiert bien sir que
r ait été prédéfini : cela peut etre un probleme si 'onsidere comme dans [65] des
fertilités et des mortalités arbitraires et pas seulenpéniodiques. En utilisanf (82)
comme définition pour la valeur reproductive, on voit fagient que la constance de
C(t) est équivalente a la croissance exponentielle de la ved@uoductive total® (t)
définie par[(®) V(t) = €'C(t) = €' C(0) = €' V(0).
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