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Résumé

Dans cet article, nous traitons de la persistance d'uneselde modéles épidé-
miques forcés de fagon saisonniére. Nous utilisons un éné@abstrait sur la per-
sistance di a Fonda. On présente cinq exemples différeaypletation.

1 Introduction

L'objet principal de cet article est de présenter quelg@ssltats sur la persistance
dans la classe des modeéles épidémiques forcés de faconrsareoconsidérée dans
[33]. Nos résultats, qui découlent d’un théoréme absteaianda (voir [8]), sont en-
suite appliqués pour démontrer de maniére simple la pansistde cing systemes dif-
férents choisis dans la littérature. Nous donnons égaleumerésultat sur I'extinction
de la maladie.

Avant d’aborder plus précisément ces points, rappelonkjges faits connus sur
le comportement asymptotique des modéles épidémiquesdigues. Hethcote [12]
a étudié le modéle épidémique SIS avec un taux de contactdiguie de périodev
et une période infectieuse distribuée exponentiellent@atmodele peut étre résolu
de maniére explicite. Si la population totale multipliée [gataux de contact moyen
et divisée par le taux constant de guérison est supérieur@E’ast-a-dire siRy > 1,
mais cette notation n’est pas utilisée dans [12]), aléstend vers une solution-
périodique. Sinom(t) tend vers 0.

Cooke et Kaplan [7], Nussbaum [21, 22] et Smith [25] ont exaié méme mo-
déle SIS périodique, mais avec une période infectieuseaates ce qui conduit a une
équation différentielle a retard. lls ont montré un comporent de seuil similaire mais
la condition de seuil était beaucoup moins explicite ; etipliquait le rayon spectral
d’un opérateur intégral.
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Le comportement asymptotique peut étre beaucoup plus exmpbur les modéles
SIR périodiques de maladies endémiques (avec perte d’inténan apport de nou-
veaux sujets susceptibles) méme si la période infectieststigribuée de maniére ex-
ponentielle. La fonctioh(t) peut tendre vers une solution périodique avec une période
qui est un multiple de la période du taux de contact (solutiité sous-harmonique).
Pour certaines valeurs des parametres, on a égalementsuspeégime chaotique.
En comparaison avec la littérature abondante qui prés@stsichulations de pareils
modeles, relativement peu de résultats rigoureux ont éteod&és. Smith [26, 27] a
démontré I'existence de solutions périodiques sous-haiqnes. Thieme [30] a dé-
montré des résultats qui impliquent notamment que pour udéfecendémique SIR
périodique] (t) tend vers 0 sRy < 1 alors qud (t) est uniformément fortement per-
sistant siRy > 1, c’est-a-dire qu'il existed > 0 tel que pour toute condition initiale
avecl (0) > 0, nous ayons liminf, .| (t) > 0. En pratique, la valeur numérique de
0 est souvent trés basse (une version stochastique du man&taip conduire a I'ex-
tinction). Ici, Ry est un parameétre qui implique le taux de contact moyen, codans
[12]. Pour le modéle SIRS périodique avec un taux de guédasginun tauxo de perte
d'immunité, on peut également obtenir une limite inféreaxplicite :

. 1-1/Ry
mselV > T

Ces dernieres années, des résultats de persistance ogt@atdes pour les mo-
deéles SEIR périodiques avec un compartiment laef20], des modeéles fragmentés
[33] et un modeéle pour la tuberculose [17]. Les énoncés metia méme forme : si
Ry < 1, alors la maladie s’éteint. & > 1, alors la maladie persiste. La définition de
Ry utilisée dans ces références a été introduite dans [2] dié&tulans [3, 4, 6] pour
les modeles de population périodiques. Contrairement aadeies SIS ou SIR avec
une période infectieuse distribuée de maniére exponkntieh’y a pas en général de
formule explicite pouRy.

Il existe deux approches principales pour prouver la prrrsi® dans des systemes
dynamiques : étudier le flot au bord pour déterminer I'acydiou utiliser les fonc-
tions de Lyapunov moyennes. Les deux approches ont éteéetilipar de nombreux
auteurs et ne sont pas toujours équivalentes. Pour undpt@stdes deux méthodes
et des informations sur la bibliographie correspondardé, par exemple [31, 9]. Il
existe de nombreux articles récents sur la persistanceldasystéemes dynamiques
en biologie, voir par exemple [15, 24, 10, 16, 23]. Fonda [8}iksé I'approche avec
des fonctions de Lyapunov moyennes pour prouver la pensistde systemes semi-
dynamiques. Fonda a énoncé son résultat en terme de répuBans cet article, nous
utiliserons le théoréme de Fonda pour prouver la persistdaos une classe de mo-
deéles épidémiques forcés de facon saisonniere. En faig vemons que ce théoréme
est naturellement adapté pour traiter la condition de d&uit 1. Dans [19], deux
des auteurs ont utilisé le méme résultat afin d’obtenir laipemce de modeéles épidé-
miques autonomes. Plus précisément, on a montré qu’esautilie résultat de Fonda,
la persistance résultait de simples calculs dans quatrapggs différents de ces mo-
deéles. Dans cet article, nous nous concentrons sur les ewélgildémiques périodiques
en temps considérés dans [33] et énongons deux théorémearqutissent la persis-
tance des infections lorsg&g > 1. Nous montrons également que, dans des conditions



appropriées, la maladie disparaifsi< 1. Dans les deux cas, nous utilisons le cadre
considéré dans [33] et quelques conditions supplémestaiaés facilement vérifiées.

En ce qui concerne la persistance, les théoremes 2 et 3 mblatpersistance d’'une
des classes infectées, par exeniplersque les autres classes infectées sont petites a
condition qud soit petit et lorsqu’une inégalité différentielle liée adéfinition deRy
est satisfaite. Ces théorémes sont bien adaptés pour ptaypersistance, par exemple
dans des modéles épidémiques de type SEIRS, pour des nsadati@msmission vec-
torielle ou lorsque des sites contaminés sont pris en carijoies les appliquons aux
modeles précédemment étudiés dans [3, 11, 17, 20]. Dan2(),7a persistance est
garantie par une analyse détaillée du flot sur le bord. Nauavens obtenus ici en vé-
rifiant les deux conditions mentionnées ci-dessus et cataionditions d’invariance.
Ces conditions découlent d'une simple analyse des éqsati@théoréme 4 garantit
la persistance de la somme des infectés. Dans [33, Secti@s4uteurs ont obtenu la
persistance dans un modeéle fragmenté en analysant le fle bord. Nous pouvons
obtenir le méme résultat en appliquant le théoréme 4. Corardéflnition deRy pour
les modeles de population dans des environnements pé&rgsi@st une généralisation
de celle pour les modéles autonomes, nos théorémes valesiialaas de modéles
épidémiques autonomes.

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivanteg.=Sixy,...,Xx) ety =
(y1,-..,Yk) sont des vecteurs dai®, alors nous écrivons >y ou x >y si, respec-
tivement,x; > y; oux; >V;, pour touti = 1,..., k. En particulier, nous écrivons> 0
oux > 0 si, respectivement, toutes les composantesstmt soit positifs ou nuls soit
strictement positifs. On nof@X = {x € R: x> 0} et||x|| = max |xx| pour toutx € RX.

Si A est une matrice carrée, on n@g@A) le rayon spectral dA.

2 Résultats principaux

Commengons par rappeler le cadre et la classe de systerdésiies considérés
dans [33]. Le cadre de [33] est la version périodique de cios [32]. On considére
une population hétérogene dont les individus peuvent égeoupés em comparti-
ments homogeénes ¢ 2). Soitx = (X1,...,%)" > 0 la distribution des individus dans
les compartiments. Les compartiments peuvent étre dieiségux types : les compar-
timents infectés, étiquetés=1,...,m(1 < m< n), et les compartiments non infectés,
étiquetés par = m+1,...,n. Xs est défini comme I'ensemble de tous les états sans
maladie :

Xsi={xeR] :x=0,i=1,...,m}.

Pour 1<i <m, % (t,x) indique le taux d’entrée dans i@compartiment infecté des
individus non infectés (ce sont les nouvelles infectio@airement,. % (t,x) = 0 si
m+1<i<n.Pourl<i<n, "//ﬁ (t,x) indigue le taux d’entrée dansicompartiment
d'individus par tous les autres moyens. Plus précisément; p<i < m, % (t,x)
sont des transferts au sein des compartiments infectés.nfPed <i < n, “I/ﬁ(t,x)
sont des naissances ou des migrations extérieures au systémtransferts dans les
compartiments non infectés, ou des transferts de compartémon infectés. Pour
1<i<n, % (t,x) indique le taux de transfert hors du compartimefttansferts hors
du systeme tels que déces et émigrations ou transfertsegecoimpartiments # i).



Ainsi, le modéle de transmission de la maladie est régi psydeeme différentiel non
autonome :
X(t) = Zi(t,x) — %(t,x) == fi(t,x),i=1,...,n 1)
ol % = %~ — ¥*. Comme dans [33], nous supposons dans la suite les corglition
suivantes :
(A1) Pourchaque X i <n, les fonctions%;, 7/i+, ¥~ sont positives ou nulles et
continues suR x R} et contindment différentiables par rappost a
(A2) Il existe un nombre réel strictement postiftel que pour chaque € i <n,
les fonctionsZ;, #*, ¥~ soientw-périodiques en.
(Az) Si xI O alors?,” =0.
(Ag) % =0 pouri >m.
(As) Slxe Xs, alors.Z = %" =0 pour 1<i <m.
(As) Le systeme (1) a une unique soluti@rpériodique sans maladie

X (1) = (0,...,0, X1 (1), ... . X)),

avecx’(t) > 0, Vvt pour au moins un indiceavecm+1<i <n, quiest linéai-
rement stable dans le sous-espace sans mafadéeitrement dit, si

afi(t,x*(t))

29 }m+l<i,j<n

Z=M()z, M(t)= {

est la linéarisatiorno-périodique de (1) autour dé(t) dansXs et sidy (t) est
sa matrice de monodromie, al@é®dy) < 1.
(A7) Posons

Dxﬁ(t,x*(t)):[g(t) 8} ny/(t,x*a)):{}/((tt)) QMM

ouF(t) etV(t) sont deux matrices x m w-périodiques définies par

dZi(t,x (1)) V(L. x (1))
= { 2 ]1<i,j<m’ Vi = [ 2 ]1<i,j<m

etJ(t) est une matricén —m) x m. De plus,F (t) est positive ou nulle, etV (t)
est coopérative, c'est-a-dire que les éléments non diagoae—V (t) sont po-
sitifs ou nuls. Nous supposopg®d_y ) < 1.

Nous rappelons la définition de la persistance uniforme sNiigons que le systéme
(1) est uniformément persistant par rapporjal < j < m¢s'il existe > 0 tel que
pour chaque condition initiale,sy) avec(xg)j > 0, la solution correspondanét)
satisfait
liminfx;(t) > 0.
t—+oo

Rappelons maintenant que la définition de la reproductRjt@our les modéles de
population (y compris les équations aux dérivées parsplians un environnement
périodique a été introduite dans [2] comme rayon specttal dpérateur linéaire inté-
gral sur un espace de fonctions périodiques (voir [6] pogrprésentation améliorée).



Cependant, dans le cas particulier des équations difféliestordinaires, il existe une
autre caractérisation d&), qui peut aussi servir de définition. Si pour tout> 0 on
noteE(t,s,A) la matrice fondamentale (avégs,s,A) = |) du systéme

7= (?—V(t)) z @)

etd, :=E(w,0,A) sa matrice de monodromie, ald®gest I'uniqueA tel quep(P, ) =

1. Cette caractérisation est apparue pour un modele diégudifférentielle ordinaire
scalaire dans [2, 85], pour les systemes différentielsnaités d’une forme particu-
liére dans [3, §3.4], et plus généralement pour le cas céréidi dans [33]. En fait, il
faut distinguer deux cas. Soit I'équatipi®, ) = 1 n’a pas de solutioa > 0, un cas

qui se produit si par exemple la matriEét) est identiquement nulle ; soit I'équation
p(®,) =1 aune solutiod > 0, auquel cas elle est unique. Dans le premier cas, on a
Ry = 0 et dans le second, onRy := A > 0 [33]. Ces deux cas ne doivent pas néces-
sairement étre distingués lorsgRgest introduit comme rayon spectral d’un opérateur
intégral.

Remarque 1. Pour le systéeme (2), on a

a) p(®d,) croit avech.

b) Supposons qu'il existe € [0, w] tel queF (1) —V(T) soit une matrice irréduc-
tible. Alors pour toutA > 0, la matriceF(1)/A — V(1) est aussi irréductible
puisque l'irréductibilité ne dépend que du fait que les cosgmtes soient nulles
ou pas. De plus, € > s+ w, toutes les composantes de la mattitig,s,A)
sont strictement positives pour tolit> 0. La démonstration de cette propriété,
dont I'idée se trouve dans [1, lemme 2] et [14, théoréme Isifemme suit.
PosondA(t) = F(t)/A —V(t). SiZ(t) = A(t)z(t) etz(s) = (0,...,0,1,0,...,0)"
avec 1 en position, alorsz(t) > 0 pour toutt > s [29, théoréme B.1]. Puisque
Z(t) — Aiizi(t) = T Aik(t)Z(t), on a aussi

t
Z|(t) — ef;Ai,i(U)dUZ{. (s) + Z/ efLEAi,i(V)dVAi’k(u)Zk(u)du

KZi’S
pour tout 1< i < mett > s. On voit premiérement qug (t) > 0 pour toutt > s,
Soitk # j. Il existe une suite d’indices distincts,i1,...,ip) tels queip =k,
ip=], etA,,(T) > 0 pour tout 0< ¢ < p— 1. Par continuité, il existe > 0
tel queA; i, ., (t) > 0 pourtout 0< ¢ < p—1 et toutt <t < 7+ €. Par ailleurs,
il existe T € [s,s+ w| tel queT — T soit un multiple entier deo. PuisqueA(t)
est w-périodique, on voit que;,;, ,(u) > 0 pour tout 0< ¢ < p—1 et tout
T<u<Ti+e Pourtout >set0</<p-1,0na

ot
a(t)> [N W, () du

S
Cette inégalité utilisée itérativement (en partanteep— 1, puis{ = p—2,...)
montre que pour tout> T (et en particulier pour > s+ w), on az;pfl(t) >0,
., Z, () >0, etz (t) = z(t) > 0. Maisz(t) est laj® colonne deE(t,s,A).

Sis,tsonttelsqua< 1 <tous< 1 <talorsE(t,s,A) > 0 pour toutA > 0.



Pour prouver nos principaux résultats sur la persistanzes mtiliserons un ré-
sultat abstrait de Fonda. Dans [8], 'auteur a considéréysteme semi-dynamique
M: X xRy — X défini sur un espace métrique localement compéctl) (d est une
distance dan¥X) et il a obtenu le théoreme [8, théoreme 1] qui caractérisedpul-
seurs uniformes. Rappelons qgec X est un répulseur uniforme s'il exisée> 0 tel
que pour tout x € X\ . nous ayons liminf, ;. d(M(x,t),.) > &. Il est clair que si
nous choisissons bien 'ensembte nous pouvons prouver des résultats de persistance
uniforme avec ce résultat.

Théoréme 1 Soit. un sous-ensemble compact de X tel queX soit positivement
invariant. Une condition nécessaire et suffisante pour ftiesoit un répulseur uni-
forme est qu’il existe un voisinage U d€ et une fonction continue PX — R, qui
remplissent les conditions suivantes :

a) Px)=0 < xe.”

b) ¥xe U\ .7 ITx > 0: P(M(x,Tx)) > P(x).

Ce théoréme a été utilisé dans [19] pour prouver la persistdans des modeéles
épidémiques autonomes. Dans la suite, nous allons letiieur prouver deux résul-
tats de persistance pour des systémes périodiques de la fbjniPlus précisément, le
premier résultat que nous prouvons établit la persistawcedles classes infectées et
le second, la persistance de la somme des classes inféC&éqai suit sera utile pour
adapter le cadre abstrait fourni par le théoréme 1 a notneecadut d’abord, tout au
long de I'article, nous noteror8 C R} I'espace de phase dans lequel le systéme (1) est
biologiquement significatif. En général, les contraintesdgiques sur les variables im-
pliquent que I'espace de phase considéré n’est paRtbulPour tout(xg, ) € & x R,
on notex(t; (Xo,S)) la solution de (1) qui vaut au tempsg. Ainsi x(So; (X0, %)) = Xo-

Remarque 2. Comme conséquencéAlg et (Ag), on voit que pour touf

190V
V(X X, X Xn) = X ﬁ(t,xl,xz,...,sx,-,...,xn)ds: XjW (t,x)
0 ]

ouW,;(t,x) est un fonction continue. Donc

X (1) = Fi(tX)+ 7 (030 = ¥ (630 = = (6.5 = —xWi(£,).

Si (Xp)j > 0, alorsx;(t; (%o, S0)) > 0 pour tout > sp. Par continuité, on voit que, > 0
impliquex; (t; (xo,S)) > 0 pour toutt > so. Sixg € & est tel quey L, (xo)j > 0, alors
z’j“:lxj (t; (%0,%)) > O pour tout > 5.

Enfin, pour nos résultats de persistance, nous énoncehypothése naturelle sui-

vante :

(Ag) il existe un ensemble compagt’ C & positivement invariant pour le flot du
systeme (1) et qui est aussi un ensemble absorbant pour cBlflstformelle-
ment, étant donng& € 7', s € R, ett > 0 nous avong(t + S; (X0, %)) € 7,
et pour toutxg € & etsy € R il existet; > s tel que pour chaque> t; nous
ayonsx(t; (Xo, %)) € .



Enoncons notre premier résultat. Dans sa deuxiéme padiiss, prouvons la per-
sistance par rapport a la classe infectée

Théoréme 2 Supposon$A; ) jusqu’a(Ay).

1. Supposons que< Ry < 1 et qu'il existes* > 0 et une fonctioru :)0, £*[— R4
telle que

(i) limg_o- p(e) =1;
(ii) pour tout0 < € < &* et toute solution ¢t) = (x.(t),...,%(t))" de (1) avec
une condition initialg(xp, %) € & X R, il existe p > 5o tel que

€< (L -V %0, =),

OUK(t) = (X1 (t),..., Xm()T.
Alors la maladie disparait, c’est-a-dir&t) — 0 quand t— . De plus, si la
solution X (t) est globalement asymptotiquement stable (G.A.S.) darediXest
G.A.S. dang.

2. SupposonsR> 1, (Ag) et qu'il existet € [0, w] tel que K1) — V(1) soit irré-
ductible. Fixons j {1,...,m}. Supposons qu'il existe' > 0etA :]0,&*[— R"
tels que
(i) limo_o+A(g)=1;

(i) pour toute €]0,*[, pour toute solution {) de (1) aveqXp, %) € # X R,
s'il existe h > 5o tel que %(t) < & pour tout t> to, alors il existe £ > to tel
que

o F(t) o
K02 (58 ~V0) %0, =t

OUK(t) = (X1 (t),...,xm(t))T.
Alors le systéeme (1) est uniformément persistant par rapdpog, c’est-a-dire
{x: xj =0} estun répulseur uniforme.

Preuve.Supposons & Ry < 1. Soite €]0, £*[ tel queRy < (). Soitx(t) une solution
de (1) avec une condition initiale da#sx R et soitx(t) = (xa(t),...,Xm(t))T. Pour
t >tg, on ax’(t) < (% —V(t)) X(t). CommeRy < u(€), commep(d,) est une
fonction décroissante de (voir la remarque 2) et comni&y est l'unique solution de
p(®,)=1[33,théoreme 2.1.], on@(®, ) < 1. D'apres l'inégalité satisfaite pa(t]
et le théoréme de comparaison [29, théoréme B.1.],xih)a- 0 et la premiére partie
de 1 enrésulte.

Supposons maintenant que la solution périodide soit G.A.S. dan¥. Alors si
Xp € & et si nous considérons I'application de Poincaré assodigg alors I'ensemble
w-limite dexg est un ensemble invariant daXset c’est donc un point dans 'orbite de
x*, d’'ou le résultat de 1.



Démontrons maintenant le 2. On applique le théoreme 1. ifde® R /Zw avec
le cercle unités! et poson = .# x St. Comme le systéme (1) estpériodique, on
voit que pourtoukg € &, H R, T e Ry etl € Z,

XS+ Llw+T; (R0, %+ (w)) =x(%+T; (%0, %)).
Ainsi on peut définifl : X x Ry — X par
M((%0,%),T) 1= (X(%+ T; (%0, %)), (5+T) mod w).

Comme d’'aprésAg) toutes les solutions du systeme (1) finiront par entrer dans |
semble invariant?”, on peut considérer I'ensemble compgatomme notre espace de
phase étendu. Prenons

7= {(%,%) € X: (%0); =0}

Il suffit de démontrer que” est un répulseur uniforme ; la persistance par rappeyt a
de (1) en découlera. L'ensemhié est un sous-ensemble compactdet, d’apres la
remarque 2X\ .# est positivement invariant. Sdit: X — R tel queP(x,s) = x; et
soit

U:={(x0,%) € X: P(x0,%) < £},

avec 0< € < € assez petit pour qui(€) < Ro.

Démontrons la partie) du théoréme 1 par I'absurde. Supposons qu'il eXi&te5) €
U\ . tel queP(M((Xo,%)t)) < P(Xo,%) pour toutt > 0. Alorsx;(t; (X0, %)) < € pour
toutt > &. D’apres I'hypothése), il existet; > & tel que

% (t) > <% —V<t>) (1) @3)

pour toutt > t;. Analysons maintenant le systéeme obtenu a partir de (3)replegant
I'inégalité par une égalité, que nous appellerons le systgim). D’apres la remarque

1b, la matriceF (7)/A (¢) — V(1) estirréductible, coopérative et-périodique. La ma-
trice de monodromi&b, ) a toutes ses composantes qui sont strictement positives.
Il découle donc du théoreme de Perron-Frobeniusa(dg, ) est une valeur propre
simple de®, ) et admet un vecteur propre dont toutes les composantestsotg-s
ment positives.

CommeA (&) < Ry, comme I'applicatiom — p(®,) est décroissante, comriRg
est la solution unique dg(®,) = 1 [33, théoréme 2.1.], on conclut qu&®, ;) >
p(®r,) = 1. Comme toutes les composantes de la matbige)) sont strictement po-
sitives, la méme démonstration que [34, lemme 2.1] monttd guiste une fonction
w-périodique a composantes strictement positifestelle que &'v(t) soit une solu-
tion de (Lin), oty = In(p(®) (¢)))/w > 0.

Considérons maintenant la solutigft; (X, %)). Comme(Xg); > 0, la remarque 2
montre que;(t; (Xo,%)) > 0 pour tout > &. Par conséquent; (t1) = X (t1; (X0, %)) >
0. Soity(t) la solution de (Lin) qui vérifiey(t;) = X(t1). La remarque 1b montre que
toutes les composantes de la matrie@; + w,t1,A (€)) sont strictement positives.
Commey;(t1) > 0, on voit que toutes les composantesyg + w) sont strictement



positives. Soitr > 0 tel quey(t; + w) > a ettt @y(t; + w). D’aprés le théoréme de
comparaison [29, théoréme B.1.], nous concluons que, pott > t; + w,

K(t) > y(t) > aet'v(t)

et cela contredit la compacité depuisqueu > 0. La partie (b) du théoréme 1 est donc
vraie.

Certains modeéles épidémiques (autonomes ou a coefficiéritedmjues) peuvent
présenter une bifurcation sous-critique, comme par exedgis le modele de tubercu-
lose avec réinfection de [5, section 4.1], ou ce type de &éiimn ne se produit toutefois
que pour des valeurs de parametres irréalistes. Dans uihqeerdes hypothéses de la
premiére partie du théoreme 2 (lorsqRe< 1) ne sont pas satisfaites.

Dans le casp > 1, il est peut-étre plus pratique de vérifier I'hypothésedé la
partie 2 du théoréme 2 dans deux étapes, comme indiqué ddmeméme suivant :

Théoréme 3 Supposong$A;) jusqua(Az). Supposonsf> 1, (Ag) et qu'il existet €
[0, )] tel que FT1) — V(1) soit irréductible. Fixons j {1,...,m}. Supposons qu'il
existee* > 0, une fonctiom :]0,&*[— R™, et une fonctiom :]0,&*[— R™ tels que
(i) lime_o+rA(g)=1;
(i) lim,_o- n(£) = 0;
(iii) pour tout € €]0,&*[, pour toute solution ¢t) de (1) avec une condition initiale
(X0,%) € A xR,
(a) s'il existe p > sp tel que %(t) < € pour tout t> to, alors il existe t > to tel
que x < n(g) pour toutt>t ettoutl € {1,...,mp\ {j};
(b) s'il existe p > s tel quel||X(t)|| < &, alors il existe t > tg tel queX (t) >
(% —V(t)) X(t) pour tout t> ty, oUK(t) = (X1(t),...,Xm(t))T.

Alors le systeme (1) est uniformément persistant par regpay.

Preuve.Si x;(t) < € pour toutt > to, alors||X(t)|| < max{&;n (&)} pour toutt > t;.
S F(t - N
Donc il existety > t; tel quex’(t) > % —V(t)) X(t) pour toutt > tp, OUA(E) =

A(max{g; n(€)}). On peut alors appliquer le théoréme 2.

L'hypothese (iii)-(a) est naturelle. Par exemple, dansde @u il y a deux classes
infectées, une classe latente et une classe infectieuse, hggothése signifie que si
la classe infectieuse est petite, alors la classe latese dussi. De plus, (iii)-(a) est
en général facile a démontrer dans les applications. Ef sfféune des classes in-
fectées est petite, on vérifie facilement que l'autre clagsdie une inégalité de la
formey'(t) < a(t)e — b(t)y(t) et (iii)-(a) en découle par intégration, voir le lemme 1
ci-dessous.

Quant a (iii)-(b), c’est une simple conséquence du fait qalesdde nombreuses
applications, si les classes infectées sont petites, lale@™ution finira par étre proche
de I'orbite périodique sans maladie. Voir le premier exesrgidessous.



Dans le cas ou (iii))-(a) n’a pas lieu, comme dans la sectidrtiBdessous, on peut
utiliser un autre résultat sur la persistance de la sommeldsses infectées.

Théoréme 4 SupposonsA;) jusqua (A7) et (Ag). Supposons &> 1 et qu'il existe
T € [0,w] tel que K1) —V(T) soit irréductible. Supposons qu'’il existé > 0 et une
fonctionA :]0,&*[— R telle que
(i) limg o+ A(e) =1,
(i) pour tout € < £*, pour toute solution ) de (1) avec une condition initiale
(X0,%0) € # xR, s'il existe p > 5 tel que||X(t)|| < € pour tout t> to, alors
il existe § > to tel que K(t) > (% —V(t)) X(t) pour tout t> t3, ouX(t) =
(xa(t),- -, xm(0)T
Alors

m
y_{xoe}i/: ZXOJ-—O}
=1

est un répulseur uniforme.

La démonstration de ce résultat est analogue a celle dutagéguécédent; on
I'omet. Avant de présenter des exemples, énoncons et déonsntn lemme utile pour
les applications.

Lemme 1 Soient &t) et b(t) des fonctionsw-périodiques, strictement positives et
continues.
i) Siy(t) <a(t)—b(t)y(t) pour tout t> to, alors il existe { > to tel que pour tout
t>1,
maxa(-)
t) <2————.
v < minb(-)

i) Siy(t)>a(t)—b(t)y(t) pour toutt> to, alors il existe { > to tel que pour tout
t>1,

(4)

mina(-)

y(t) > 2 maxd() )

Preuve.Démontrons i). La preuve de ii) est semblable. En intégrarédalité diffé-
rentielle, on a pour tout> t,

. 1 .
y(t) <y(to)e Jo b(s)ds a(uje Jib(s)dsg
. to

~ jt p(syds , Maxa(t) —(t—to) minb(t)
< —
<Y(to)e "o + minb(t) (1 € )’

et le résultat en découle immédiatement.
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3 Exemples

Dans cette section, nous examinons cing systemes épidésnfqtcés de fagon
saisonniere qui figurent dans la littérature. Nous montpres pour chaque modele,
pourRy > 1, la persistance de l'infection découle facilement de rissiltats géné-
raux, tandis que pouRy < 1, la solution périodique sans maladiét) est globalement
asymptotiqguement stable. Nos résultats pourraient eodastituer un outil utile pour
étudier la dynamique de seuil de grandes classes de sysépmémiques. Nous aver-
tissons le lecteur que, puisque la vérification des hypethdes théorémes 3 et 4 est
assez classique, nous omettons la plupart des détails.

3.1 Modele SEIRS périodique

Dans [20], les auteurs ont étudié un modele SEIRS périodi§ppelonsx, (t)
le nombre de personnes infectées de maniére lates(te,le nombre de personnes
infectieusesxs(t) le nombre de personnes immuniséesét) le nombre de personnes
susceptibles. Le modeéle est de la forme

Xp = a(t)xexa— (br(t) +c(t))xa
Xp = by(t)xq— (ba(t) +c(t))x
(6)
X3 = ba(t)x2— (bs(t) +c(t))xs
X, = d(t) —at)xxs — c(t)xa+ bs(t)xs

oua(t),ba(t),ba(t),bs(t),c(t),d(t) sont des fonctiona»-périodiques strictement posi-
tives et continues. C’est un cas particulier du systemevdgma= 4 etm= 2. Puisque
N(t) = Ti 1 %(t) vérifie N’ (t) = d(t) — c(t)N(t), d’aprés le lemme 1, on peut choisir

maxd(-) }

minc(-)

E=R%Y, et X = {XEéa:X1+X2—|—X3+X4§2

Il est clair que la conditiolAg) est vérifiée. Si nous considérons I'équatyor- d(t) —
c(t)y, elle admet clairement une solution périodique positivigueque nous noterons
X;(t). Notez quex*(t) = (0,0,0,X;(t)) est une orbite périodique de (6) dasOn a la
propriété suivante :

(P) S’il existee > 0 ettg > 0 tels quexy(t) < € pourt > to, alors il existet, tp,t3 etts
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tels quep <t; <th <tz <tget

ralt) £ 26t 2o a(e) pourt 21,
(1) 4(0) < 2() T 2 =) pourt >

xa(t) < ZSmaXr(nai'g()éi%().lttz)(E))) — n(€) pourt > ts,
Xi(t) — Xa(t) < 2emax(a(')r(nxiff(;z > (&) i e) pourt >t

Cette propriété résulte du lemme 1 et des inégalités s@gant

X3(t) < ba(t)e — (bs(t) +c(t))xa(t),
(Xa(t) —x3(t))" < b (t)xa(t) —c(t) (xa(t) — Xa(t)),
X < at)exa(t) — (bu(t) +c(t))xa,
(0G(1) —xa(t)” < alt)exa(t) — c(t) (a(t) — xa(t)).
Par un simple calcul, on obtient
0 a(t)x(t) bi(t)+c(t) O
F(t) = { 00 ]’V(t) = [ Chat)  bo(t)+(t) } !

—bs(t)—ct) O
M) = [ ) —c(t) ]

Les conditiongA1) a (A7) sont vérifiées. De plug; (t) — V (t) est irréductible pour
toutt.

Supposon$y < 1 et démontrons que est G.A.S. dan¥Xs. DansXs, hous avons
X1 = 0, % = 0 et dond(P) est vrai pour tout > 0. Doncxs(t) — 0 etxa(t) —x;(t) —
0 quandt — . On conclut quex(t) est G.A.S. dan¥s. PosonsN(t) = S, x(t).
Alors N'(t) = d(t) —c(t)N(t). Ceci implique queN(t) — X (t) — 0 quand — +o0 [31,
théoréme 3.7]. Donc pour toat> 0, il existet(&) > 0 tel que pour tout > t(¢), on ait
Xa(t) < N(t) < x3(t) +&. En particulier,

X < a(t)xx(x; + &) — (b(t) +c(t))xa
X < ba(t)x1 — (ba(t) + C(t))%e.

On peut donc appliquer le point 1 dans le théoréme 2 ayet = min(>;(-)/ (X3 (+) +
€)). Doncx*(t) est G.A.S. dang’.

Démontrons que le systeme est persistant par rappeitsi Ry > 1. Vérifions
I'nypotheése (iii)-(a) du théoréme 3. Supposons qu'il edist R tel quexy(t) < & pour
toutt > tg. D'aprés(P), il existets > to tel que pour tout > t3, on aitx; < n(g); onen
déduit le (iii)-(a) du théoréme 3. Vérifions maintenant plaghése (iii)-(b) du théoréme
3. Avec les notations dePj, choisissong* > 0 tel queks(g) < minx;(-) pour tout
0< € < €*. Soite €]0,&*[. Supposons qu'il existl € R tel que||(x1(t),x(t))]| < &
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pour toutt > to. Alors (P) montre qu’il existets > tg tel quexa(t) > x;(t) > —ka(€)
pour toutt > t4. Alors

Xy > a(t)xe(x; — ka(€)) — (bu(t) +c(t))xa
X > by (t)xa — (b2(t) + C(t) ) Xe-

Donc le (iii)-(b) du théoréme 3 est vérifié avace) := max(x;(-)/ (X () —ka(€))).
Ainsi le théoréme 3 montre que le systeme (6) est persistamapport &o.

3.2 Le modéele de Ross pour les maladies a vecteurs avec une pop
lation périodique de vecteurs

[3, section 4.1] a proposé une version périodique du modeRass. Sk (t) est la
proportion d'étres humains infectés(t) le nombre de moustiques infectésgtt) le
nombre de moustiques susceptibles, le modéle s’écrit adasrhe

Xa_ = a1X2(1 — Xl) — b1X1
X, = apXiXz—bpXp (7)
Xg = c3(t) —apxiXs — boXxs

ou aj,ayp, by, by sont des constantes strictement positivessét) est une fonctiorw-
périodique strictement positive. C'est un cas particudiersysteme (1) avec = 3 et
m= 2. La population totale de moustiqup§) = xa(t) + x3(t) vérifie p'(t) = c3(t) —
bop(t). Donc p(t) converge vers une solution positive périodique que I'ore it ).
Si
maxcs(+)
E={xeR3:x1 <1}, H ={xe& Xo+x3<2— 2},
el sty {res o <2ty
il est clair, d’aprés le lemme 1, que la conditighg) est vérifiée.
De plus,x*(t) = (0,0,x(t)) est I'unique solution périodique dans I'ensemble des
états sans maladi. Par un simple calcul, on obtient

F(t) = [ gzxg(t) & },V(t): [ o 82 ] etM(t) = —by

et les conditiongA;) a (A7) sont vérifiées. Par ailleur§;(t) —V(t) est irréductible
pour toutt.

Les conditions du théoréme 2 sont facilement vérifiées. Ruure > 0, il existe
t(e) € R tel quexs(t) < p(t) < x5(t) 4+ & pour toutt > t(g). Supposon®Ry < 1. Soit
p(e) =minx3(-)/(x5(-) +€). Pour tout > t(g), ona

Xy < apxe —bixg < axo/p(€) —bixg
Xy < ApXq (X5 + €) — boxo < agxyxg/U(€) — bpxp.
On peut utiliser la premiére partie du théoréme 2 pour coadjue(0,0,x5(t)) est
G.A.S. puisqu’il est G.A.S dans..
Tournons-nous vers le théoréme 3. Suppodens- 1 et démontrons la persis-

tance par rapport®. Soite* = min{minxj(-)/2,1} et soite €]0, £*[. Vérifions I'hy-
pothése (iii)-(a) du théoréme 3. Supposons d’abord Qe < € pour toutt > to.
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Il existe t; > to tel quexa(t) < x5(t) 4+ £ pour toutt > t;. On voit que pour tout
t > t1, X(t) < €ax(X5(t) + €) — boxo(t). On peut utiliser le lemme 1 pour conclure
quex(t) < n(e) = Zew pourt assez grand. L'hypothése (iii))-(a) du
théoréme 3 est vérifiée. Ver2f|ons I'hypothése (iii)-(b).nSmérons la situation ou

X1(t) < € et xo(t) < € pour toutt > to. Il existet; > to tel que|p(t) — x5(t)| < €
pour toutt > t1. Alors x3(t) = p(t) — x2(t) > x5(t) — 2¢ pour toutt > t;. Posons
Ae) =max{1/(1—¢€),max(x3(-)/ (x5(-) — 2¢) }. Alors

X > agXp
Xo > apXy

(1—€)—bxg > aixe/A(€) —bixa
(X5 —2€) — boxo > apx1x3/A (€) — boxo
pour toutt > t;. L'hypothése (iii)-(b) est vérifiée. On conclut gee= 0 est un répulseur
uniforme.
[18] a étudié la persistance dans un autre modéle périodigjugaladie a vecteurs.

3.3 Transmission d’'un hantavirus dans des environnementfes-
tiers et péridomestiques

Dans cette section, nous considérons le modéle analysél'daitde [11, sec-
tion 3]. Les auteurs étudient un modele a trois compartimegie nous rappelons
ci-dessous en utilisant les notations de la section prétédee premier compartiment
correspond a la proportiog de sites contaminés dans I'environnement. La population
de souris est divisée en deux classes : la clgasdes souris infectées et la clasgales
souris susceptibles. L'évolution des classes dans le testmcrite par le systeme

1—
X/l = a —XZX(Z +XX31) —bixg
X, = apXiXg+asgie —ba(t)x (8)
Xg = c(t)—apxix3—as sy, (t)x
3 X1 X2+ Xa 2(1)X3.

Dans ce systéemd;(t) etc(t) sont des fonctions strictement positivespériodiques.
Les constantea;, ay, ag etb; sont strictement positives. Sgift) = x(t) + x3(t) la
population totale de souris. Alops(t) = c(t) — ba(t)p(t). Doncp(t) converge vers une
solution strictement positive périodigug De plus,

F(t) = gzxg(t) :;/Xé(t) },V(t)_ { o 820)} etM(t) = —by(t).

Les autres hypothéses des théoremes 2 et 3 sont vérifiéRs<Sl alors la solution
périodique sans maladie est G.A.S.Rsi> 1 alors le systéme (8) est persistant.

3.4 Un modéele avec plusieurs sites

[33, Section 4] a étudié la dynamique globale d’'un modéle qhasieurs sites et
I'impact des migrations périodiques et des contacts piqi@s sur la propagation des

14



maladies épidémiques. Les variabkg®t x, sont les densités des individus infectieux
dans les sites 1 et 2 respectivemeptet x4 celles des individus qui ont guérs etxg
celles des individus susceptibles :

Xp = au(t){2 — (br+ci+di(t)xa+da(t)x
Xy = ap(t)xaxe — (b2 + Cz+da(t))x2 + dy(t)xg
X3 = bxg— (Cl+d3( )%z + da(t)xa

Xy = boxo—(Co+ds X4+d3(t)

x5—a1( )X +dg (t)
Xa—az( )X2X5+d5(t)

&
|

(t)
d c1— (c1+ds(t))
X = C2—(C2+ds(t))

ou N; = x3 + X3 + Xs. Pour touti, les constanteb; et ¢; sont strictement positives,
tandis que les coefficientg(t) et di(t) sont des fonctions strictement positives
périodiques. [33] a calculé les matricEét) etV (t). Pour ce modéle, la persistance
de x1 + %o implique la persistance dg et dexy. En effet, s'il existee > 0 tel que
liminfi_ e (X1 4+ X2)(t) > €, alorsxy(t) > €/2—xp(t) pourt grand. On peut introduire
cette inégalité dans la deuxiéme équation et obtenir

X/z(t) > dl(t)e/2 — (bp+cr+da(t) + dl(t))Xz
D’apres le (ii) du lemme 1,

€ mind ()
4by+Cy+ max(dy(-) +da(+))

Xz(t) >

pourt grand et la persistance dgen découle. Idem poug. Les autres hypothéses de
la premiére partie du théoréme 2 et du théoréme 4 sont vérdiéees = R et

C1+C2
min{cy, c2}

H = {xeé’:x1+xz+X3+X4+x5+x5§2

On conclut que la convergence vers l'orbite périodique saaladie quandRy < 1 et
la persistance quarigh > 1 dans [33] sont une conséguence de nos résultats généraux.

3.5 Un modeéle de tuberculose avec de la saisonnalité

[17, Section 2] a étudié un modeéle pour la tuberculose avée skEisonnalité

X = (1-p)at) Et - o) +0)
X, = pal) 22 biltpa— (b2+c+ e
Xz = boxo—cxs

X, = d-a)2t-ox

15



ouby, c, d etd sont des constantes positivess |0, 1], a(t) etbs (t) sont des fonctions
strictement positiveso-périodiques, eN = Ef‘:lx;. On vérifie facilement les hypo-
théses des théoremes 2 et 3. La convergence vers I'equiibeemaladie quarikh < 1

et la persistance quar® > 1 dans [17] sont donc des conséquences de nos résultats
généraux.

En résumé, nous avons suivi la suggestion de Herbert Hetldeobe pas analyser
un par un « mille et un modéles épidémiques », mais de noubdecaur des classes
entieres de modeéles [13].
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