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Résumé

De nombreux travaux récents se sont focalisés sur la parsespour des modeéles
épidémiques a coefficients périodiques. Mais le cas ou iepadiments infectés
vérifient une équation différentielle a retard ou une équediux dérivées partielles
ne semble pas avoir été étudié jusqu’a présent. L'objeetdal article est de four-
nir un cadre pour démontrer la persistance dans un pareiDeggrésente quelques
exemples, tels qu'un modele SIR périodique structuré pdutae depuis I'infec-
tion et un modele SIS périodique avec un retard.

1 Introduction

De nombreux travaux ont déja étudié la persistance en heolbgs populations
[23], et en particular en épidémiologie. L'attention s’asturellement portée sur les
modeéles autonomes. Mais pour de nhombreuses maladiesiéufees, transmises par
voie aérienne ou par des vecteurs, il est beaucoup plustegdlinclure de la saison-
nalité sous le forme de coefficients périodiques. [28, 20pan exemple étudié la per-
sistance dans des modeéles épidémiques périodiques. Ledanadathématiques dans
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ces références sont des systéemes d’équations diffétestietlinaires. La question de-
meure de savoir si I'on peut adapter les techniques dévéespgdans ce cadre pour
démontrer la persistance pour d’autres types de modelgsafficular, on s'intéresse
dans cet article a des modeéles ou les compartiments infeétégent une équation
différentielle a retard ou une équation aux dérivées ghasieA vrai dire, des équa-
tions différentielles périodiques a retard ont été déjaibeap étudiées il y a quelques
décennies, a la suite du modéle SIS a retard de Cooke et Kgplai, 18, 19]. Il
semblerait néanmoins que la persistance dans ce modd&guéla reproductivit®y
est supérieure a 1, soit toujours une question ouverte.

La section 2 présente le cadre abstrait que I'on va utiliseir glémontrer la per-
sistance. Bien qu’on sache que d’autres approches sonblesspour démontrer la
persistance pour les modeéles que I'on considere (voir [28]a choisi de présenter ce
résultat abstrait car on pense qu'il peut étre intéressahtienéme.

Dans la section 3, on applique ce cadre a un modéle SIR pgueditructuré par
la durée depuis l'infection. C'est une simple variante dulée épidémique original
de Kermack et McKendrick. A vrai dire, on obtient nos régslfaour la formulation
intégrale de Volterra de ce modeéle, un cadre plus faible govient pour des condi-
tions initiales plus générales. Les résultats obtenus estte formulation (extinction
ou persistance de la maladie, voir les propositions 1 et @jrp@nt aussi étre déduits
de I'approche par semi-groupe intégré comme dans [17].

La section 4 considére le modéle SIS avec retard de CookepddiiKaDn peut trou-
ver d'autres exemples de modéles épidémiques périodigueda forme d'équations
aux dérivées partielles ou d’équations différentiellestand dans les compartiments
infectés dans [4, 5]. On peut démontrer la persistance damex@mples en suivant le
méme cadre.

2 Théoréme abstrait

Dans cet article, en suivant les lignes de [10], on consid@rgystéme dynamique
défini sur un espace métriqU¥,d), oud est la distance dars. On entend par cela
une applicationT: X x RT — X, m(x,t) = xt qui est continue et telle que® = x et
X(t1 +1t2) = (xty)t, pour toutx € X etty,t, € RT, 'ensemble des nombres réels positifs
ou nuls. Notre but est de donner un résultat facilementsablie sur la persistance
uniforme lorsque I'espack n’est pas localement compact.

Rappelons qu& C X est un répulseur uniforme s'il exisée> 0 tel que pour tout
x € X\ Son ait liminf_, 1, d(m(x,t),S) > . On dit que le systéme dynamique est
uniformément persistant par rapporS&i S est un répulseur uniforme. On dit qu'un
ensembl& C X est (positivement) invariant si pour tout Q I'orbite positivey™t (x) =
{xt: t > 0} est contenue darfd. Un sous-ensemble invariant compact maximaKde
est un ensemble invariant compactel que tout sous-ensemble invariant compact
de X soit contenu dané. Un attracteur compact global est un sous-enseldei
est un sous-ensemble invariant compact maximaX dpii attire tout sous-ensemble
bornéB C X [12]. On dit enfin qu'un ensemblkl est isolé s'il existe un voisinage
ferméU de M tel queM soit le plus grand ensemble invariantde Etant donné un



ensemblévl, on notéN3(M) I'ensemble stable dil, c’est-a-dire I'ensembl/S(M) =
{xeX: im0 d(xt,M) = 0}.

Les auteurs de [14] exposent un théoréme [14, théoréemedi. jhcantit la persis-
tance uniforme pour les applications définies sur un esp&taque et qui admettent
un attracteur global. Ce théoréme est une conséquenceébultat qui caractérise les
répulseurs dans les espaces compacts [14, théoréme 2Ui]résglte d’'un théoréme
d’Ura et Kimura (voir [14] pour les détails). Les auteurs @8][ont démontré une ver-
sion de [14, théoréme 2.1] pour les flots. De méme, on peuthohbiéeversion suivante
de [14, théoreme 4.1] pour les systéemes dynamiques :

Théoreme 1 Soit S un sous-ensemble fermé de X tel qy&$oit positivement inva-
riant. Supposons que X ait un attracteur compact global Auet, @n notant M 'en-
semble invariant compact maximal dans S, on ait

a;) M estisolé dans A,

ap) W3(M) C S.
Alors 1T est uniformément persistant par rapporta S.

On va utiliser le théoréme 1 pour démontrer une version daréme de Fonda sur
I'existence de répulseurs [10] pour des espaces métriquiesegsont pas localement
compacts. Ce théoréme permettra de démontrer la perggtamuc des modeles avec
des équations aux dérivées partielles ou des équatioisediffelles a retard dans les
compartiments infectés.

Théoréme 2 Soit S un sous-ensemble fermé de X tel qy&Xoit positivement inva-
riant. Supposons que
i) X ait un attracteur compact global A;
ii) il existe un voisinage fermé V de S et une fonction coetifuX — R telle
que
a) Px) =0<=x€S;
b) ¥xeV\S 3Ty > 0: P(xTyx) > P(X).
Alors 1T est uniformément persistant par rapporta S.

Preuve.On va démontrer ce théoreme en utilisant le théoréeme 1 efeansies mémes
étapes que dans la preuve de [14, corollaire 2.3]. Démosijar les conditions et
ii ) ci-dessus impliquent les hypothéesag) (et (a2) du théoréme 1. Sok un ensemble
invariant compact maximal dar& Démontrons qué est isolé dang\. Supposons
gue ce ne soit pas le cas. Alors pour tout voisinage fddnde M dansA, M n’est
pas le plus grand ensemble invariant densCommeV est un voisinage fermé d&
etM C S, on voit queW :=V NA est un voisinage fermé dd dansA. Donc il y a
un ensemble invariaM tel queM C N c W. Soitx € N\ M. L'adhérence de 'orbite
positive y* (x) est telle quey* (x) = {xt:t >0} c N C W; c’est donc un ensemble
compact. Il existe donge y*(x) tel queP(y) > P(z) pour toutz € y*(x). SiP(y) =0,
on obtientP(z) = 0 pour toutz € y*(x). Doncy*(x) C W C V etP(z) = 0 pour tout
ze y*(x); 'hypotheseii)a) implique quey™(x) C S. Commex ¢ M, on arrive a une
contradiction avec le fait quil soit un ensemble compact invariant maximal d&ns
En effet,P(y) > 0, c’est-a-direy ¢ Set P(yt) < P(y) pour toutt > 0. Ceci contredit




ii)b). De cette maniere, on conclut qu’un pafgih’existe pas, de sorte qi& est un
voisinage isolant d& dansA.

Supposons maintenant qu'il existeZ S tel quex € W3(M). Ainsi il existe x €
V\ Stel quey™(x) C V. CommeM est compact ex € WS(M), on a quey™ (x) est
précompact. Ainsi, comme ci-dessus, il exigte yt(x) tel queP(y) > P(z) pour tout
ze yt(x). On arrive comme ci-dessus a une contradiction. On conakM(M) C S.

3 Un modele SIR

On étudie dans cette section le modéle SIR périodique siivation suppose que
le taux de contact dépend du temps écoulé depuis I'infeatioa I'on notex :

qe(t) =b(t) — S(t) 5" c(t,x) 1 (t,x) dx—d(t) S(t)
1(t,0) = S(t) [ c(t,x)1(t,x)dx

IL(t, %)+ 9L (t,%) = —r(t,x) 1 (t,x) —d(t) I (t,x)

(1)

dR(t) = [57r(t,) 1 (t,x)dx—d(t) R(t).

On suppose dans ce modéle que les naissan(tiesla mortalitéd(t) et le taux de
guérisonr (t,x) sont tous des fonctions continues positives ou nulles qusomé pas
identiquement nulles et qui somtpériodiques par rapporttaEn ce qui concerne le
taux de contact(t,x), on suppose qu'il est positif ou nul-périodique par rapport a
t et qu'il existexg tel quec(t,x) > 0 pour toutx > Xp, t € R. Avec cette hypothése,
les maladies avec une période de latence sont aussi caanv@rtsuppose enfin que le
taux de contact(t,x) est borné et uniformément continu Six R* et quer (t, x) est
borné sui® x R+.

[17] a étudié les propriétés de stabilité globale pour lssieer autonome de ce
modéele en utilisant une approche de semi-groupe. Ici, aud& proposer un cadre
analogue pour le cas périodique en temps ou d'essayer d&adagui de [16] pour
les modeéles de population périodiques en temps et strschaéage, on a préféré
I'approche équivalente et un peu plus simple qui passe farfaulation sous forme
d’équation intégrale de Volterra. Dans la formulation dé&fwa du modéle (1), 'équa-
tion aux dérivées partielles linéaire du premier ordre estplacée par I'équation (3),
d'aprés la méthode des caractéristiques; cette derniéiég a un sens pour des
conditions initiales plus générales. Les solutions de fenfdation intégrale de Vol-
terra sont les solutions faibles de (1). Bien sir, des cmmditinitiales plus régulieres
conduiraient a une solution classique du systéme (1) (aaiemarque 1 pour plus de
détails). Le semi-groupe que I'on obtient dans le cadre dieia peut aussi s’obtenir
dans l'approche de semi-groupe intégré. Sur ce point, amakgque I'équation (5)
dans la remarque 1 est une partie de la définition d’une soldéible dans le cadre
des semi-groupes intégrés.

En ce qui concerne la persistance, elle a été étudiée poweusien plus générale
mais autonome du modéle dans [6]. Dans cette section, orvengué dans le cadre



faible mentionné ci-dessus, le systéme SIR (1) présenteui attendu par rapport
au parametr&®,, qui est la reproductivité (on rappelle ci-dessous sa difimdans le
cadre périodique en temps) : I'infection disparaiRsi< 1 et persiste SRy > 1 (voir

les propositions 1 et 2 ci-dessous). Dans les deux cas, Ipa@dement des trajectoires
du systéme linéarisé prés de l'orbite périodique sans rigatsta important. Pour ce
systéme, qui doit aussi étre considéré au sens faible, liqmode Ry par rapporta 1
détermine la position de sa borne de croissance exporiempizlrapporta 0. Par consé-
guent, on peut obtenir de I'information sur le comportenuas orbites du systeme (1)
par comparaison avec les trajectoires du systéme lingarésede I'orbite périodique
sans maladie. S < 1 alors la technique de comparaison est suffisante pour démon
trer la proposition 1. Le caRy > 1 est plus compliqué. Pour démontrer la proposition
2, on va appliquer le théoréme 2; une grande partie de ceatt®sest consacrée a
la vérification des hypothéses de ce théoréme. A ce sujethseree que la technique
de comparaison mentionnée ci-dessus sera utilisée powrdéam par I'absurde que
I'hypotheseib) du théoréme 2 est vérifie.

La structure de cette section suit les lignes tracées @ude&n particulier, on pré-
sente la formulation de (1) comme une équation intégraleaiteva et les propriétés
du systéme linearisé prés de la solution périodique saredieal

On noterd_! (R*) 'ensemble des fonctions positives ou nulles intégrahlesems
de Lebesgue sur le demi-axe positif.

Formulation du modéle comme une équation intégrale de Voltea. On considé-
rera des conditions initiales de la forme

S(to) =9, |(to,X) = |0(X) R(to) =0,

avectp e R, §>0et .
/ lo(x)dx > 0. )
0

Avec la formulation du modéle comme une équation intégralé/alterra, on peut
montrer, comme dans [27] (voir aussi [26]) que pour tgwt R etZy := (S,lo(+)) €
R* x L1 (R*), il existe une unique solution faible

Z(t; (2051:0)) = (S(t; (2051:0))’ I (t7X; (20,':0)), t>1

du systemél), c’est-a-dire une applicatiai, (Zo,t0)) — z(t, (Zo,t0)) : [to, +oo[— RT x
L1 (R*) qui est une fonction continue de> to et telle que (t,x; (2,to)) Vérifie :
lo(X—t+to)e” flto [r(ss—t+x)+d(s)]ds X >t —t
I(t,%; (20,%0)) = 3)
u(t — x)e~ ./Lx[r(s,sft+x)+d(s)]ds’ 0<x<t—to,



ou les fonctionsi(+; (2o,t0)) et S(; (Zo,tp)) sont les solutions continues, pdur to, du
systeme d’équations intégrales de Volterra

u(t) = S(t) Jo 0 cft, x)e foxlr (st +a(9dsy ¢ — x)dxt
+S(t) fi (t, x)1 (t,x)dx (4)

S(t) = S+ fig b(s)ds— fi u(s)ds— f d(s)S(s)ds

Remarque 1 Notons que la solution faible de (1) est telle que) Soit en fait conti-
ndment différentiable suto, +[ et telle que la fonction# (t,x) = j;g I (s,x)ds vérifie
I'équation

1 (t,X) — lo(X) + 0%{9(;,)() _ _/t't

[r(s,x)+d(s)]l(s,x)ds p.p. x>0, pour tout t> to.

(5)
De plus, on remarque que la fonctiont [, I(t,x) dx est contindment différentiable
sur [tg, +[. Cette derniére propriété, qui sera utile pour démontrer dpisystéme
(1) est dissipatif, résulte facilement de (3) une fois quaofait les changements de
variables s=t — x et s= x—t + tp respectivement dans I’intégrayé’to et dans I'in-
tégralejifiz (des calculs analogues ménent a (5)). Les propriétés déreliffiabilité
de I(t,x) dependent de la régularité dg(k). Cependant, méme si la fonctiog(t)
est réguliére, la solution(t,x) n'est pas continue le long de la ligne caractéristique
t=to+Xx, t >1p, sil'on n'impose pas de condition de compatibilité additietie sur
lo.

0

Le systeme linéarisé pres de la solution périodique sans naalie. La solution sans
maladie est I'unique solution positive périodigbit) de

ds
< (0 =b1)—dO)S ).

Le systéme linéarisé prés de la solution sans maladie est

i(t,0) = S*(t) fo c(t,x)i(t,x)dx
(6)
GL(t,X) + 9E(t,x) = —[r(t,x) +d(t)]i(t,x).

Bien que I'on conserve pour simplifier la notation avec I'étjon aux dérivées par-
tielles, on considere en réalité tous les systéemes de @tios au sens faible de la
formulation intégrale de Volterra. Comme dans [4], la rejuctivité Ry du systeme (1)
est par définition le rayon spectral de I'opérateur intégral

u(t) — / K(t,x) u(t —x)dx
Jo
sur I'espace des fonctions continuegpériodiques avec le noyau

K(t,X) = S'(t) c(t,x) e fxlr(ss-th0+d(s]ds (7)



Cet opérateur est compact [3, appendice 1]. Rappelons 4yet [3, corollaires 1 et

2] que la position d&y par rapport a 1 détermine la position de la borne de croigssanc
exponentielle par rapport & 0. En particuligs,< 1 implique que toute solutiorft, x)

de (6) vérifiefy i(t,x)dx— 0 quand — +co.

Si c(t,x) = c(t) etr(t,x) =r(t), alorsRy = (ijS*(t)c(t)dt)/(foT(r(t) +d(t))dt)
d’'aprés [4]. Mais a part ce cas spécia), ne peut pas étre calculé en prenant simple-
ment la moyenne des coefficients du modele.

On est maintenant prét pour énoncer et démontrer un preésetltat.

Proposition 1 Si Ry < 1 et si(S,I,R) est une solution de (1), alorg’ I (t,x)dx— 0
quand t— +oo.

Preuve. Supposons qu&y < 1. Pour toute > 0, soitR: la reproductivité associée
au noyauKk(t,x) semblable a (7) sauf qu&(t) est remplacé pa8(t) + €. D'apres
la semicontinuité supérieure du spectre [15, chap. 4, p.#0Siste £* > 0 tel que
Re+ < 1. Soit(S,1,R) une solution de (1). Alors
% < bty - di) st
dt
pour toutt > to. Donc il existet; > tg tel queS(t) < S(t) + €* pour toutt > t;. Donc
pour toutt > ty,
N al  adl
1(t,0) < (S'(t)+ & )/ X)X o+ 2 = —[r(t,%) +d(D)] 1(t.%).
0 ot ox
Comme par exemple dans [1, p. 25], on obtigfitx) < j(t,x) pour toutt > t;, ou
j(t2,%) =1(t1,x) et
. N : dj 0] :
(10 = (SM+e) [ etxitnde F+3 ==t +dO] i,

pour toutt > t;. Mais commeRe+ < 1, [3, corollaires 1 et 2] montre qyg j(t,x)dx—
0 quand — +o0. Donc 5’ I (t,x) dx — 0 quand — +oo.
O

Le casRy > 1. Pour étre dans le cadre du théoréme 2, on étend I'espace de pha
en posanX := R* x L1 (R*) x S!, ou le cercle unités' est identifié ave®/(TZ).

La périodicité ert des fonctions, ¢, f etd implique que pour touty™:= (So,lo(+)) €
RTx L1 (RY),toe S, TeRY, 1 €2,

2to+1T +T; (20,0 +1T)) = z(to + T; (20, 10)).
On peut ainsi définir un systéme dynamiqueX x RT — X tel que
1((2p,t),T) = (2(to + T; (20,10)), (to+ T) modT).

Nous considérons enfin le sous-ensemble fermé suivattdenme candidat pour étre
répulseur

S:=R" x{l e LL(R"):1(x) =0, p.p. sur[0,+oo[} x S~ (8)

On est prét pour énoncer le résultat de persistance.



Proposition 2 Si Ry > 1, alors le systeme est uniformément persistant par rapport a
I'ensemble SAutrement dit, il existg > Otel que si b(x) € L1 (R*) vérifie I'équation
(2), alors

. . oo

'{';”LDI A I(t,x)dx>n.
Preuve.On va démontrer ce résultat en appliquant le théoréme 2 ; k@it gw aussi
utiliser [23, théoréme 4.5 ou théoréme 4.13]. Notons quesBenbleX \ Sest positive-
ment invariant, puisque dg(x) > 0 sur un ensemble de mesure positive d@ns |,
il résulte de (10) ci-dessous qug, x) veérifie la méme propriété pour totit> tp. La
prochaine étape est de vérifier I'nypothésdu théoréme 2, c’est-a-dire de démontrer
I'existence d’'un attracteur global compact datigour 7. Dans ce but, on va appli-
quer [11, théoréme 9.1], qui établit I'existence d’un pleattracteur pour les systémes
dynamiques qui sont asymptotiquement réguliers, porietuent dissipatifs et pour
lesquels les orbites positives des ensembles bornés somdsn On commence par
vérifier querr est asymptotiquement régulier.

Observons qu’en considérant les extensigie) = 0, x < 0 etu(t) = 0,t <tp, on

peut découper pour toat> O I'opérateurt(Zy,to, T) comme suit :

(20,10, T) = U (20,10, T) +V (20,10, ) )
ou, pourt > 0etx>0
0
U(Z.t0.7) = | 1p(x—r)e /6 Irss-to-Tx+d(sds (10)
0

et
S(1+to; (20,10))

V(Zo,t0,T) = | u(t+to—x)e fighialr(ssto—+xdsta(s)ds | (11)

(to+71) modT

L'extension des fonctionly etu a la droite réelle est nécessaire pour que le découpage
de 1T soit bien défini. Les opérateuts etV doivent avoir des valeurs daXs=R™ x

L1 (RT) x St. Dans le cas d&, ceci implique que pour tout fixé, la fonctionlg(- —

1) doit étre définie sulR™. Ainsi Iy doit &tre convenablement étendu a l'intervalle
[—T,+o[. Un méme raisonnement s’appliqu¥ &t a la fonctioru.

En utilisant aussi la continuité uniforme de la fonctidh x), on peut montrer que
pour toutt > 0, 'opérateuV (-, 7) est compact d& dansX. De plus, puisque pour
chaquer > 0,

11U (20.to, 7)]] < & %[ (20,t0) ], (12)

oUdmin est la valeur minimale de la fonctiah on a d’aprés [11, p. 498] que le systéme
dynamiquert est asymptotiquement régulier.



On montre enfin que est ponctuellement dissipatif et que les orbites positiess
ensembles bornés sont bornées. Pui#@u”d (t,x)dxest différentiable par rapporta
la méme propriété est vraie pour la fonctidft) := S(t) + [ 1 (t,x)dx+ R(t) et un
calcul montre que

dT

dt
Par conséquent, pot > 0 ete > 0 fixés, siT(0) = S+ J5 “lo(X)dx < M, alors il
existet(M, €) > to tel que pout >t(M, €) on ait

b(t) —d(t)T. (13)

+00
st) +/ (1, 0)dx < T*(t) + &,
0
ouT*(t) est 'unique solution périodique positive @€3). Puisque I'ensemble
B:={(SI(-)) € R" x LL(R") : S+ [|l]|1 < Tyfaxt €} x S,

OU Tax:= Maxcr T*(t), est fermé et borné dawxs cela prouve la dissipativité ponc-
tuelle et la bornitude des orbites positives. D’apres [idpteéme 9.1], on conclut qu'il
existe un attracteur compact glol#et: X, et 'hypothése) du théoréme 2 est vérifée.

Pour vérifier I'hypothesé), on définit la fonction continue : X — R+

oo
Ploto) = | lobxdx

On remarque que = 0 si et seulement $i%,tg) € S. Pour toute > 0, posonsV =

{(Z0,t0) € X : P(Zy,1p) < €}. On va montrer, poug assez petit, qu'aucune orbite po-

sitive d’'une solution de (1) avec une origine dAh§ S ne peut étre complétement

contenue dans cet ensemble. Raisonnons par I'absurdeo&upgpque pour towt > 0

assez petit, il existéy,to) = (S, lo(+),to) € V \ Stel que

P(1((%0,t), 7)) = /()+ool(r+to,x)dx§ e, 1>0 (14)

On va montrer que, pour togtassez petit, la solution de (1) qui vérifie (14) est une
sursolution du systéme linéaire qui est proche du systémet(@ont les solutions
croissent exponentiellement avec le temps. Cela sera déradation avec (14).

Pour définir le systéme proche du systéme linéarisé, obseyoe d'apres (14),
pour toutt =tg+ T >tg, On a

z_ts > b(t) —CeS(t) —d(t) S(t),

ouC > 0 est tel quec(t,x) < C pour toutt >ty etx > 0. |l existe une constantd > 0
indépendante de ett; > tg tels que pour tout> t, on ait

S(t) > S'(t) —Me > 0. (15)
En effet,
d(S-S

4 (d() +Ce)(S-§) = —CeS (1)



implique que
S(t) > S'(t) + (Slto) — S (tg))e o199 e

't .
_Cs Sk(u)ea/&d(s)d&Cs(tfu)du_
Jtg
Comme le second terme de cette inégalité converge vers marmiy— +o, il existe
t1 tel que pour tout > t; > tg, (15) soit vrai. Donc pour tout> tg,

00

I(t,O)Z(S*(t)—Me)/O c(t,X) 1 (t,X) dx

Jl ol
E—Fa—xz —r(t,x)1(t,x) —d(t)1(t,x).
Donc (voir [1])
I(t,x) > J(t,x) forallt >t;, a.e.xc R (16)

ouJ(t,x) vérifie

J(t,0) = (S (t) — Me) [y c(t,x) I(t,x) dx,
7)
B9 — r(t,x)I(t,x) — d(t) I(t,X).
pour toutt > t; etJ(t1,x) = I(t1,X). PuisqueX \ Sest invariant,
+o00 +00
J(ta, X)dx = / | (t2, X)dx > 0. (18)
0

Dans ce qui suit, on applique [25, théoréme 2.5] pour étudi@omportement
asymptotique de la solution de (17) qui coincide ayecx) quand =t;. Ce théoréme
donne le comportement asymptotique des solutions d'unatiéqude renouvelllement
du type

t—t
ut)= [ At XUt —x)dx+ d(t) (19)
0
avec un noyalA(t,s) périodique ert. Pour l'utiliser, on remarque que la premiére

équation du systéeme (17) peut s’écrire sous cette forme avec

A(t,x) = (S*(t) — Me)c(t, x)e JEr(s—x+t,9)ds— [, d(s)ds (20)

+00 X (-
I (ty, x—t +1t1)c(t,x)e" Sty r(s—x+t,5)d&jt‘1 d()dsyy (1)

i) = (1)~ Me) |

t—tp

En gros, [25, théoréme 2.5] montre que les solutions de ditgu de renouvellement
qui ne convergent pas vers z€éro se comportent asymptotepterommenv(t)et, ol
a > 0 dépend de, et que le scalair et la fonctionT -périodique positiver(t) vérifie

v=AA), p(AA))=1 (22)
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avec o
(A(/\)(u))(t):/o exp(—As)A(t,s)u(t — s)ds

On remarque qu’en choisissant si nécessairg ptus grand, on peut supposer que
u(t) > 0 sur[ty,t1 + n] pour unn convenable. En effet, par hypothese, il exigte> 0
tel quec(t,x) > 0 pourx > xg ett € R. D’apres (10) et puisque le support tgx)

a une mesure positive daf;+co[, I'intersection pout; >ty assez grand du support
del(ty,x—t+1t;) et de 'ensemblex > xp a une mesure positive. D'aprés (21), notre
affirmation en résulte.

SoitZ(¢) lareproductivité du systéme (17). Les opérateurs asssaiésompacts.
Donc le rayon spectra¥(¢) est une fonction continue @dg{8, théoreme 2.1]. Puisque
Ry = %(0) > 1, choisissong* > 0 assez petit pour qu&(£*) > 1. Alors il existe
A(€*) > 0 etve(t) qui vérifient (22). Oublions la dépendancedet v par rapport a
€*. On peut facilement vérifier les autres hypothéses de [Egnréme 2.5] en fixant
n’importe quelle fonction continue positiie périodiquew, en choisissamg < A’ < 0
et j = 1. Seule lav-positivité du noyau mérite attention. Rappelons qus-fzositivité
du noyau signifie que pour toute fonction continue positiuenalle u qui n’est pas
identiguement nulle sur I'intervallg, t; 4+ T], la solution correspondante de I'équation
de renouvellement vérifie

u(t) > ew(t), telkoT +t1,(ko+2)T +1],

ouw(t) # 0 est une fonction positive ou nulle périodique fixéelépend des tandis
quekg n'en dépend pas.

Pour vérifier cette propriété, on remarque d’abord queesit une fonction comme
dans la définition ci-dessus, @é,x) > 0 sur|ty, +oo[xR* il résulte immédiatement
que la solution correspondante de (19) est positive ou.nulle

Puisque la fonctioru n’est pas identiquement nulle sfig,t; + T], il existe un
intervalle[t’,t”] C [t1,t1 + T] tel queu(t) > 0, t € [t’,t”]. De (19) on déduit qua(t) >
u(t) > 0 surft’,t”], ce qui conduit au(t —x) > 0 sit —x € [t/,t"]. Si I'on considére
maintenant um > t” 4+ X, on axg <t —t” <x<t—t' et donc

t—t/ t—t/
u(t) > - At x)u(t —x)dx> At x)u(t —x)dx> 0.
Jt—t” %)

Par conséquent(t) > 0 sur [t” + Xg,+%|[. Considérons maintenant la fonctidh
périodique positivav fixée ci-dessus. Si I'on choisk tel quekyT +t; >t ete <
minu(t)
maxw(t)
2)T +t1], on voit que law-positivité du noyalA est vérifiée.

On conclut que, su(t) est la solution de I'équation de renouvellement (19) avec
le noyau (7) et le terme de forgage (21), alors il existe umetion ¢ (t) telle que
¢ (t) — 0 quand — + et pour laquelle

u(t) =" (av(t) + o (1)),

aveca > 0. Le fait quea > 0 pour la fonctioru(t) définie dans (21) est une consé-
qguence immédiate du fait quét) > 0 pour t > t; (voir 'énoncé de [25, théoréme
2.5] pour la définition dex).

, ou le minimum et le maximum sont pris dans l'intervalkeT + t1, (ko +

11



Ainsi la solution du systéme (17) avé(ty,x) = I (tg, x) vérifie
I(t,x) = 9 (qu(t — x) + ¢ (t — x))e BrtHsxdsfid9ds gy <t

D’aprés (16), en notamt,p et dmax respectivement le supremum dg, x) et le maxi-
mum ded(t), on conclut que

) +oo ] +o0 ) t—ty
IETM A I(t,x)ztgrpoo A J(t,x)dxztﬂrpoo A J(t,x)dx  (23)
t—t1
> min(v(r) + §(r)) [ e rawtdnolx— oo
2l JO

ce qui contredit (14). Notons que mig, (v(r)+ ¢ (r)) > 0 puisqueu(t) > 0 pourt > ty,
v est périodique ep — 0 quand — +co.
(]

Remarque 2 Comme conséquence du théoréme précédent et de [23, thé6r2jne
on conclut a I'existence d’une solution endémique périodigour le systéemél)
guand R > 1. En effet, on peut appliquer [23, théoréme 6.2] & I'opératde Poin-
caré correspondant, qui est condensant car I'opérateur Yis{a1) est compact et U
dans(10) vérifie (12). On peut choisir la fonctiop dans [23, théoréme 6.2] ainsi :
p:RT x L1 (R") — R définie parp(S 1) = 5 "1 (x)dx.

4 Un modeéle SIS avec retard

En 1976, Cooke et Kaplan [7] ont étudié le modéle

ds

i —at)Su)It)+at—1)St—1)l(t—71)

% —at)S(t)I (t) —alt—1)St—1)I (t—1),

pour lequelS(t) + 1 (t) est une constante que 'on peut fixer & 1. C’est un mo8ése
avec une période infectieuse qui est constante et égale a
Le systeme peut donc se réduire a une seule équation

% =at)(I-I1NIt) —at—1)2-1t—1)I(t—1). (24)
On suppose que le taux de contat) est une fonction continudl-périodique et
strictement positive suR.

On suppose dans la suite que les infectieux au temps O coréspt a la somme
des individus infectés sur la périoflet, 0] :

1(0) = /0r (=) (=) (1 —1(=x)) dx (25)
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Avec cette hypothése, (24) est équivalent a

t T
|(t):/t a(s)l(s)(l—l(s))ds:/ at—x)1(t—x)(1—I{t—x)dx. (26)

-7 0

[7] a étudié I'équation (26) et a montré que si

Tx mina(t)>1,
o<t<T

alors (26) a une solution strcitement positivepériodique ; de plus, si

Tx maxa(t) <1,
0<t<T

alorsl(t) tend vers 0. Des simulations numeériques furent présentéesaé) = 1+
0,5sin2mt). Les théorémes indiquaient ce qui se passait paur2 et pourt < 2/3,
mais pas entre les deux.

Le probléme a été repris dans [18, 19, 21]. [18] considégéFateur obtenu par
linéarisation de (26) prés de=0,

it T
10— | ra(s)l(s)ds:/o a(t —x) 1 (t —x) dx 27)

sur un ensemble de fonctiomspériodiques. Il fut prouvé qu'il existe un uniqué > 0
tel que cet opérateur ait un rayon spectral égal a 1, que (@6¢ @olution strictement
positive périodique pour > 7%, et quer* = 1 dans I'exemple numérique de [7].

Etudions maintenant I'incidence de la maladie, définiei iar= a(t)S(t)I (t). Elle
vérifie 'équation

t
—T

i(t):a(t)S(t)/t i(s)ds.

Dans I'approximation linéaire prées de la solution dans whialeon obtient

i(t):a(t)/ori(t—x)dx.

Comme dans [4], |a stabilité linéaire de la solution sansadial peut se formuler en
utilisant la reproductivit&y, définie comme le rayon spectral de I'opérateur

o) > a(t)'/o'r o(t — ) dx

sur I'espace des fonctions continuéspériodiques. Ce rayon spectral est d’ailleurs
égal a celui de I'opérateur (27) : I'un peut s'écriso %, ou.«f : @(t) — a(t) g(t) and
B (t) — [y @t —x)dx tandis que 'autre esBo 7.

Poura(t) = a(1+ esin(wt — @)), [2, équation (49)] montre que la reproductivité
pour (26) est

2aTt sirf(wt/2) wt/2
[wT —sin(wT)]2+ [1— cogwT))? Ltan(wT/2)

Ro=ar+¢&? —1}+o(ez)
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guande — 0. Dans le cas non génerique de [7] @t T et w = 271 (ONn peut choisir
I'unité de temps telle qu’une de ces égalités soit vraiesmas les deux a la fois), on
obtientRy = 1+ 0(&?) quandr = 1. Rappelons que [18] a obtenu plus précisément que
Ro = 1 dans ce cas trés spécial. .

Dans la suite, on se concentre sur (24)-(25) et on démoumtxériction de la ma-
ladie siRy < 1 et la persistance $ > 1. Commencons par énoncer des propriétés
élémentaires des solutions de (24)-(25). No®fis-1,0], [0, 1]) I'espace des fonctions
continues dank-1,0] a valeurs danf, 1].

Lemme 1 Soith € C([-T1,0],[0,1]) qui vérifie(25)et tel que $ £ 0. Sip € R, il existe
une unique solution(t) = I(t; (lo,to)) de (24) définie dandty — 7,+[ et telle que
I(to+t) = lo(t) dans[—T1,0] et I(t) €]0,1] pour tout t>> to.

Preuve.Remarquons d’abord que (25) impligles 1. L'existence locale et I'unicité
des solutions sont une conséquence immédiate des résidtsgues. D’'un autre cote,
puisquea(-) est une fonction strictement positive, puisdu@) € [0,1] pour toutt €
[—71,0], puisquelg # 1 etlg # 0, on al (to+t) > 0 pour toutt € [0,t*], out* est tel
quel (to+t) < 1 sur[0,t*[. Si I'on suppose qu’il existe* > 0 tel quel (to+t*) =1 et
I(to+1) €]0,1] pour toutt € [0,t*], alors on d'(tg+t* + 1) < 0 pour tout 0< n < &
si & est assez petit. Ainsi on conclut qu# +t) €]0, 1] pour toutt > 0.

On peut conclure que les solutions avec des conditionaliesty € C([—T1,0], [0, 1])
sont définies sulto — 7, +oo[ et le lemme en résulte. O

Comme conséquence du lemme précédent, on a que I'applicggioassocie a
(lo,to) € C([—T1,0],[0,1]) x R ett > 0 la fonctionl,(-; (lo,t0)) € C([—T,0],[0,1])
définie pai 4, (0; (lo,to)) := I (t+1to+ 6; (lo,tp)) est bien définie.

On montre maintenant un lemme de comparaison qui seraéuléiss la suite.

Lemme 2 Soit k) une fonction continue et positive définie $lir, +-o|[. Supposons
que Yy et y soient des fonctions continues définies Fur+oo[ telles que, pour tout
t t
t>Tt T > [ b(eyids ety(t) < [ bs)ya(s)ds. Six(t) > yalt) sur
t—1

[T1,T1+ 1], @lors y(t) > yo(t) pour tout t> Ty +T.

Preuve.Considérons la fonctior(-) := (y1 — ¥2)(+). C'est une fonction continue défi-
nie sur[Ty, +oo[ telle que
t
X(t) > b(s)x(s)ds vt € [T+ T,+00]. (28)
t—1
De plusx(t) > 0 sur[Ty, T1 + T]. Supposons que I'ensembfé= {t > T, + 7: x(t) <0}
soit non vide et soity sa borne inférieure. Alors d’aprées (28) il existec]to — 7, 1| tel
quex(ty) < 0 et ceci contredit le fait quet) > 0 sur[Ty, Ty + T] et quety soit la borne
inférieure de7 . Le résultat en découle.

Proposition 3 Si Ry < 1 alors la maladie disparait.
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Preuve.Pour simplifier la présentation, supposags- 0. Soitlg € C([-T,0],[0,1]),
lo £ 0 et tel que (25). D’apres le lemme précédent, on saitlge=]0,1] pour tout
t > 0. De I'équation (26); on &(t) < [ . a(s)l(s)ds

Considérons 'opérateur compact positif

W, o(t) — : e 9a(s)p(s)ds

défini sur I'espace des fonctions réelles continueb-pgriodiques muni de la norme
du maximum. Soitp la fonction identiquement égale a 1. Alors

(W 0)(t) > < min a(s)) ' tdgs < min a(s)) e(\r/\_lqo(t).

0<s<T J—t 0<s<T

Ceci donne une borne inférieure de Collatz-Wielandt pouay®n spectral [9, théo-
reme 2.1]:

-1
W,) > i .
pw) = (min ats) ) =
Doncp(¥,) — +o quandA — +oo.

Ainsi, en tenant compte du fait que le rayon spectraigesst une fonction conti-
nue croissante d&, dep(Wp) = Ry < 1 et dep(W,) > 1 pourA assez grand, on voit
qu'il existe A, > 0 tel quep(W,,) = 1. D’aprés le théoréme de Krein et Rutman, ily a
une fonction positive ou nulle périodique non identiquetmetiev telle que¥, v=v,
c'est-a-dire .

e=9a(s)v(s)ds= v(t), vt € R.
t—1
Notons qu’avec cette expression et comm0, il existet; tel quev(t) > 0 pour tout
t > t;. Commev est périodique, on&t) > 0 pour tout.
La fonctiony(t) = e *tv(t) est une solution de

t
i=[ asieds 29)
SoitK tel queKy(t) > I (t) pour toutt € [—1,0]. Appliquons le lemme 2 en choisissant
Ti=-1,b(-)=a(-),y1 = Ky ety, = I. Commel (t) < f' L a(s)I(s)dsetKy est une
solution de (29), on &W(t) > I(t) pour toutt > 0. Enfin, puisqué\. > 0, le résultat
en découle.

Proposition 4 Si R, > 1 alors I'équation (24) est uniformément persistant par ragp
aS= {0} x S, ou & désigne la fonction nulle dangG-1,0],[0,1]).

Preuve.On utilise le théoréme 2. Définissons le systéme dynanmigué x Rt — X,
ou
X ={l e C([-T1,0],[0,1]) : | satisfait (25) x S

(on identifieR/TZ avecS') par 1((lo,to),t) = (lt+t,(; (lo,t0)), (t +t9) modT). On a
queX\ Sest positivement invariant comme conséquence du lemme 1.
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En utilisant [12, théorémr 4.1.11], I'existence d’un atteur compacK pour les
orbites de (24) est assurée puisqi{¥,t) est borné. Lhypothésg du théoréme 2 est
vérifiée.

SoitP: X — R* tel queP(¢,s) = maxc[_; g |@(¢)|. Lhypothesei)a) est vérifie.
Montronsb). SoitU = {(¢,s) € X : P(@,s) < €} ou € est assez petit. Pour obtenir
une contradiction, supposons qu'’il exigig s) € U \ Stel que pour tout > 0 on ait
P(ri((@,s),t)) <P(@,s) <&. Ainsi

[I(t+s+0;(@,s))| < € pour toutt > 0 et toutd € [—T1,0]. (30)

D’apres (24), on obtient pour totit> s

it
I(t) > (1—5)/ a(s)l(s)ds
t—1
On raisonne maintenant comme dans la preuve du résultagmét Comme, >
1, on a pouk > 0 assez petit que le rayon spectRgl de I'opérateur

't

o)~ (1-¢) [ al9p(sds
défini sur I'espace des fonctions réelles continueb-périodiques avec la norme du
maximum, sera plus grand que 1.
Posons pour tout € R,

Wy el gt) — (1- s)' tiref‘(t’s><';1(s)(p(s)ds

dans le méme espace. Pdunégatif et assez petit, le rayon spectral de cet opérateur
est inférieur a 1. C’est une conséquence du fait que le rgyectial soit inférieur a la
norme d’opérateur :

P10 < supl(L-e) [ e Jaspsas.
lloll<1 st
Ainsi

t
P(Wie)< sup(l—g) | € a(s)p(s)ds
lol<1 t-t

ce qui implique que

p(Wy ) <(1—¢) ( max a(s)) 1-¢r
&= 0<s<T A
Le résultat en découle poar< 0 avec|A | assez grand.
Comme le rayon spectral d&, . est une fonction continue et croissante Xde
commep(Wo ) = Ro¢ > 1 et comme pouk assez petit ce rayon spectral est inférieur
a1, il existeA, < 0 et une fonction positive périodiquwét) telle que

(1—¢) oty a(s)v(s)ds=v(t), vt € R.

t—1
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La fonctiony(t) = e *+tv(t) est une solution de

t
)= (1-e [ a@ids (3D
Comme(g,s) e U\ S, onal(t+s;(¢,s)) > 0 pour tout > 0. Choisisson& assez
petit pour queKe *tv(t) < I(t+s,(¢,s)) pour toutt € [0,7]. Commel (t) > (1—
€) jffra(s)l(s)ds et Ky(t) est une solution de (31), avec le lemme 2Tu= 0 et
b(-) = (1—¢€)a(-), on aKetv(t) < I(t+5(¢,s)) pour toutt > 0. CommeA, < 0,
ceci contredit (30) et prouve le résultat.

(]

Remarque 3 Comme conséquence du théoréme précédent et du [23, thé@/&nan
conclut a I'existence d’une solution périodique endémigaer (24) lorsque R > 1.
En effet, on peut appliquer [23, théoréme 6.3] a I'opératdePoincaré correspondant
qui est compact et considérer la fonctipn C([—1,0],[0,1]) — R définie parp (@) =

1%, o(s)ds.
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