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Résumé

De nombreux travaux récents se sont focalisés sur la persistance pour des modèles
épidémiques à coefficients périodiques. Mais le cas où les compartiments infectés
vérifient une équation différentielle à retard ou une équation aux dérivées partielles
ne semble pas avoir été étudié jusqu’à présent. L’objectif de cet article est de four-
nir un cadre pour démontrer la persistance dans un pareil cas. On présente quelques
exemples, tels qu’un modèle SIR périodique structuré par ladurée depuis l’infec-
tion et un modèle SIS périodique avec un retard.

1 Introduction

De nombreux travaux ont déjà étudié la persistance en biologie des populations
[23], et en particular en épidémiologie. L’attention s’estnaturellement portée sur les
modèles autonomes. Mais pour de nombreuses maladies infectieuses, transmises par
voie aérienne ou par des vecteurs, il est beaucoup plus réaliste d’inclure de la saison-
nalité sous le forme de coefficients périodiques. [28, 20] ont par exemple étudié la per-
sistance dans des modèles épidémiques périodiques. Les modèles mathématiques dans
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ces références sont des systèmes d’équations différentielles ordinaires. La question de-
meure de savoir si l’on peut adapter les techniques développées dans ce cadre pour
démontrer la persistance pour d’autres types de modèles. Enparticular, on s’intéresse
dans cet article à des modèles où les compartiments infectésvérifient une équation
différentielle à retard ou une équation aux dérivées partielles. À vrai dire, des équa-
tions différentielles périodiques à retard ont été déjà beaucoup étudiées il y a quelques
décennies, à la suite du modèle SIS à retard de Cooke et Kaplan[7, 21, 18, 19]. Il
semblerait néanmoins que la persistance dans ce modèle, lorsque la reproductivitéR0

est supérieure à 1, soit toujours une question ouverte.
La section 2 présente le cadre abstrait que l’on va utiliser pour démontrer la per-

sistance. Bien qu’on sache que d’autres approches sont possibles pour démontrer la
persistance pour les modèles que l’on considère (voir [23]), on a choisi de présenter ce
résultat abstrait car on pense qu’il peut être intéressant en lui-même.

Dans la section 3, on applique ce cadre à un modèle SIR périodique structuré par
la durée depuis l’infection. C’est une simple variante du modèle épidémique original
de Kermack et McKendrick. À vrai dire, on obtient nos résultats pour la formulation
intégrale de Volterra de ce modèle, un cadre plus faible qui convient pour des condi-
tions initiales plus générales. Les résultats obtenus aveccette formulation (extinction
ou persistance de la maladie, voir les propositions 1 et 2) pourraient aussi être déduits
de l’approche par semi-groupe intégré comme dans [17].

La section 4 considère le modèle SIS avec retard de Cooke et Kaplan. On peut trou-
ver d’autres exemples de modèles épidémiques périodiques sous la forme d’équations
aux dérivées partielles ou d’équations différentielles à retard dans les compartiments
infectés dans [4, 5]. On peut démontrer la persistance dans ces exemples en suivant le
même cadre.

2 Théorème abstrait

Dans cet article, en suivant les lignes de [10], on considèreun système dynamique
défini sur un espace métrique(X,d), où d est la distance dansX. On entend par cela
une applicationπ : X ×R+ → X, π(x, t) = xt qui est continue et telle quex0 = x et
x(t1+ t2) = (xt1)t2, pour toutx∈X et t1, t2 ∈R+, l’ensemble des nombres réels positifs
ou nuls. Notre but est de donner un résultat facilement utilisable sur la persistance
uniforme lorsque l’espaceX n’est pas localement compact.

Rappelons queS⊂ X est un répulseur uniforme s’il existeδ > 0 tel que pour tout
x ∈ X \S on ait liminft→+∞ d(π(x, t),S) ≥ δ . On dit que le système dynamique est
uniformément persistant par rapport àS si S est un répulseur uniforme. On dit qu’un
ensembleΩ⊂X est (positivement) invariant si pour toutx∈Ω l’orbite positiveγ+(x)=
{xt : t ≥ 0} est contenue dansΩ. Un sous-ensemble invariant compact maximal deX
est un ensemble invariant compactA tel que tout sous-ensemble invariant compact
de X soit contenu dansA. Un attracteur compact global est un sous-ensembleA qui
est un sous-ensemble invariant compact maximal deX qui attire tout sous-ensemble
bornéB ⊂ X [12]. On dit enfin qu’un ensembleM est isolé s’il existe un voisinage
ferméU de M tel queM soit le plus grand ensemble invariant deU . Étant donné un
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ensembleM, on noteWs(M) l’ensemble stable deM, c’est-à-dire l’ensembleWs(M) =
{x∈ X : limt→+∞ d(xt,M) = 0}.

Les auteurs de [14] exposent un théorème [14, théorème 4.1] qui garantit la persis-
tance uniforme pour les applications définies sur un espace métrique et qui admettent
un attracteur global. Ce théorème est une conséquence d’un résultat qui caractérise les
répulseurs dans les espaces compacts [14, théorème 2.1] et qui résulte d’un théorème
d’Ura et Kimura (voir [14] pour les détails). Les auteurs de [13] ont démontré une ver-
sion de [14, théorème 2.1] pour les flots. De même, on peut obtenir la version suivante
de [14, théorème 4.1] pour les systèmes dynamiques :

Théorème 1 Soit S un sous-ensemble fermé de X tel que X\S soit positivement inva-
riant. Supposons que X ait un attracteur compact global A et que, en notant M l’en-
semble invariant compact maximal dans S, on ait

a1) M est isolé dans A,
a2) Ws(M)⊂ S.

Alors π est uniformément persistant par rapport à S.

On va utiliser le théorème 1 pour démontrer une version du théorème de Fonda sur
l’existence de répulseurs [10] pour des espaces métriques qui ne sont pas localement
compacts. Ce théorème permettra de démontrer la persistance pour des modèles avec
des équations aux dérivées partielles ou des équations différentielles à retard dans les
compartiments infectés.

Théorème 2 Soit S un sous-ensemble fermé de X tel que X\S soit positivement inva-
riant. Supposons que

i) X ait un attracteur compact global A ;
ii) il existe un voisinage fermé V de S et une fonction continue P : X → R+ telle

que
a) P(x) = 0⇐⇒ x∈ S ;
b) ∀x∈V \S ∃Tx > 0 : P(xTx)> P(x).

Alors π est uniformément persistant par rapport à S.

Preuve.On va démontrer ce théorème en utilisant le théorème 1 et en suivant les mêmes
étapes que dans la preuve de [14, corollaire 2.3]. Démontrons que les conditionsi) et
ii) ci-dessus impliquent les hypothèses (a1) et (a2) du théorème 1. SoitM un ensemble
invariant compact maximal dansS. Démontrons queM est isolé dansA. Supposons
que ce ne soit pas le cas. Alors pour tout voisinage ferméU de M dansA, M n’est
pas le plus grand ensemble invariant dansU . CommeV est un voisinage fermé deS
et M ⊂ S, on voit queW := V ∩A est un voisinage fermé deM dansA. Donc il y a
un ensemble invariantN tel queM ( N ⊂W. Soitx∈ N \M. L’adhérence de l’orbite
positiveγ+(x) est telle queγ+(x) = {xt : t ≥ 0} ⊂ N ⊂ W ; c’est donc un ensemble
compact. Il existe doncy∈ γ+(x) tel queP(y)≥ P(z) pour toutz∈ γ+(x). Si P(y) = 0,
on obtientP(z) = 0 pour toutz∈ γ+(x). Doncγ+(x) ⊂ W ⊂ V et P(z) = 0 pour tout
z∈ γ+(x) ; l’hypothèseii)a) implique queγ+(x) ⊂ S. Commex 6∈ M, on arrive à une
contradiction avec le fait queM soit un ensemble compact invariant maximal dansS.
En effet,P(y) > 0, c’est-à-direy 6∈ S et P(yt) ≤ P(y) pour toutt ≥ 0. Ceci contredit
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ii)b). De cette manière, on conclut qu’un pareilN n’existe pas, de sorte queW est un
voisinage isolant deM dansA.

Supposons maintenant qu’il existex 6∈ S tel quex ∈ Ws(M). Ainsi il existe x ∈
V \S tel queγ+(x) ⊂ V. CommeM est compact etx ∈ Ws(M), on a queγ+(x) est
précompact. Ainsi, comme ci-dessus, il existey∈ γ+(x) tel queP(y)≥ P(z) pour tout
z∈ γ+(x). On arrive comme ci-dessus à une contradiction. On conclut queWs(M)⊂ S.

3 Un modèle SIR

On étudie dans cette section le modèle SIR périodique suivant, où l’on suppose que
le taux de contact dépend du temps écoulé depuis l’infection, que l’on notex :







































dS
dt (t) = b(t)−S(t)

∫∞
0 c(t,x) I(t,x)dx−d(t)S(t)

I(t,0) = S(t)
∫ ∞

0 c(t,x) I(t,x)dx

∂ I
∂ t (t,x)+

∂ I
∂x(t,x) =−r(t,x) I(t,x)−d(t) I(t,x)

dR
dt (t) =

∫ ∞
0 r(t,x) I(t,x)dx−d(t)R(t).

(1)

On suppose dans ce modèle que les naissancesb(t), la mortalitéd(t) et le taux de
guérisonr(t,x) sont tous des fonctions continues positives ou nulles qui nesont pas
identiquement nulles et qui sontT-périodiques par rapport àt. En ce qui concerne le
taux de contactc(t,x), on suppose qu’il est positif ou nul,T-périodique par rapport à
t et qu’il existex0 tel quec(t,x) > 0 pour toutx ≥ x0, t ∈ R. Avec cette hypothèse,
les maladies avec une période de latence sont aussi couvertes. On suppose enfin que le
taux de contactc(t,x) est borné et uniformément continu surR×R+ et quer(t,x) est
borné surR×R+.

[17] a étudié les propriétés de stabilité globale pour la version autonome de ce
modèle en utilisant une approche de semi-groupe. Ici, au lieu de proposer un cadre
analogue pour le cas périodique en temps ou d’essayer d’adapter celui de [16] pour
les modèles de population périodiques en temps et structurés par âge, on a préféré
l’approche équivalente et un peu plus simple qui passe par laformulation sous forme
d’équation intégrale de Volterra. Dans la formulation de Volterra du modèle (1), l’équa-
tion aux dérivées partielles linéaire du premier ordre est remplacée par l’équation (3),
d’après la méthode des caractéristiques ; cette dernière équation a un sens pour des
conditions initiales plus générales. Les solutions de la formulation intégrale de Vol-
terra sont les solutions faibles de (1). Bien sûr, des conditions initiales plus régulières
conduiraient à une solution classique du système (1) (voir la remarque 1 pour plus de
détails). Le semi-groupe que l’on obtient dans le cadre de Volterra peut aussi s’obtenir
dans l’approche de semi-groupe intégré. Sur ce point, on signale que l’équation (5)
dans la remarque 1 est une partie de la définition d’une solution faible dans le cadre
des semi-groupes intégrés.

En ce qui concerne la persistance, elle a été étudiée pour uneversion plus générale
mais autonome du modèle dans [6]. Dans cette section, on montre que dans le cadre
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faible mentionné ci-dessus, le système SIR (1) présente le seuil attendu par rapport
au paramètreR0, qui est la reproductivité (on rappelle ci-dessous sa définition dans le
cadre périodique en temps) : l’infection disparaît siR0 < 1 et persiste siR0 > 1 (voir
les propositions 1 et 2 ci-dessous). Dans les deux cas, le comportement des trajectoires
du système linéarisé près de l’orbite périodique sans maladie sera important. Pour ce
système, qui doit aussi être considéré au sens faible, la position deR0 par rapport à 1
détermine la position de sa borne de croissance exponentielle par rapport à 0. Par consé-
quent, on peut obtenir de l’information sur le comportementdes orbites du système (1)
par comparaison avec les trajectoires du système linéariséprès de l’orbite périodique
sans maladie. SiR0 < 1 alors la technique de comparaison est suffisante pour démon-
trer la proposition 1. Le casR0 > 1 est plus compliqué. Pour démontrer la proposition
2, on va appliquer le théorème 2 ; une grande partie de cette section est consacrée à
la vérification des hypothèses de ce théorème. À ce sujet, on observe que la technique
de comparaison mentionnée ci-dessus sera utilisée pour démontrer par l’absurde que
l’hypothèseiib) du théorème 2 est vérifiée.

La structure de cette section suit les lignes tracées ci-dessus. En particulier, on pré-
sente la formulation de (1) comme une équation intégrale de Volterra et les propriétés
du système linearisé près de la solution périodique sans maladie.

On noteraL1
+(R

+) l’ensemble des fonctions positives ou nulles intégrables au sens
de Lebesgue sur le demi-axe positif.

Formulation du modèle comme une équation intégrale de Volterra. On considé-
rera des conditions initiales de la forme

S(t0) = S0, I(t0,x) = I0(x) R(t0) = 0,

avect0 ∈ R, S0 > 0 et
∫ ∞

0
I0(x)dx> 0. (2)

Avec la formulation du modèle comme une équation intégrale de Volterra, on peut
montrer, comme dans [27] (voir aussi [26]) que pour toutt0 ∈ R et ẑ0 := (S0, I0(·)) ∈
R+×L1

+(R
+), il existe une unique solution faible

z(t;(ẑ0, t0)) := (S(t;(ẑ0, t0)), I(t,x;(ẑ0, t0)), t ≥ t0

du système(1), c’est-à-dire une application(t,(ẑ0, t0))→ z(t,(ẑ0, t0)) : [t0,+∞[→R+×
L1
+(R

+) qui est une fonction continue det ≥ t0 et telle queI(t,x;(ẑ0, t0)) vérifie :

I(t,x;(ẑ0, t0)) =











I0(x− t+ t0)e
−
∫ t
t0
[r(s,s−t+x)+d(s)]ds

, x≥ t − t0

u(t − x)e−
∫ t
t−x[r(s,s−t+x)+d(s)]ds, 0≤ x< t − t0,

(3)
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où les fonctionsu(·;(ẑ0, t0)) et S(;(ẑ0, t0)) sont les solutions continues, pourt ≥ t0, du
système d’équations intégrales de Volterra























u(t) = S(t)
∫ t−t0

0 c(t,x)e−
∫ t
t−x[r(s,s−t+x)+d(s)]dsu(t − x)dx+

+S(t)
∫+∞
t−t0

c(t,x)I(t,x)dx

S(t) = S0+
∫ t
t0

b(s)ds−
∫ t
t0

u(s)ds−
∫ t
t0

d(s)S(s)ds.

(4)

Remarque 1 Notons que la solution faible de (1) est telle que S(t) soit en fait conti-
nûment différentiable sur[t0,+∞[ et telle que la fonctionI (t,x) =

∫ t
t0

I(s,x)ds vérifie
l’équation

I(t,x)− I0(x)+
∂I (t,x)

∂x
=−

∫ t

t0
[r(s,x)+d(s)]I(s,x)ds, p.p. x≥ 0, pour tout t≥ t0.

(5)
De plus, on remarque que la fonction t→

∫+∞
0 I(t,x)dx est continûment différentiable

sur [t0,+∞[. Cette dernière propriété, qui sera utile pour démontrer quele système
(1) est dissipatif, résulte facilement de (3) une fois qu’ona fait les changements de
variables s= t − x et s= x− t + t0 respectivement dans l’intégrale

∫ t−t0
0 et dans l’in-

tégrale
∫+∞
t−t0

(des calculs analogues mènent à (5)). Les propriétés de différentiabilité
de I(t,x) dépendent de la régularité de I0(x). Cependant, même si la fonction I0(x)
est régulière, la solution I(t,x) n’est pas continue le long de la ligne caractéristique
t = t0+ x, t ≥ t0, si l’on n’impose pas de condition de compatibilité additionnelle sur
I0.

Le système linéarisé près de la solution périodique sans maladie. La solution sans
maladie est l’unique solution positive périodiqueS∗(t) de

dS∗

dt
(t) = b(t)−d(t)S∗(t).

Le système linéarisé près de la solution sans maladie est






i(t,0) = S∗(t)
∫ ∞

0 c(t,x) i(t,x)dx

∂ i
∂ t (t,x)+

∂ i
∂x(t,x) =−

[

r(t,x)+d(t)
]

i(t,x).
(6)

Bien que l’on conserve pour simplifier la notation avec l’équation aux dérivées par-
tielles, on considère en réalité tous les systèmes de cette section au sens faible de la
formulation intégrale de Volterra. Comme dans [4], la reproductivitéR0 du système (1)
est par définition le rayon spectral de l’opérateur intégral

u(t) 7→
∫ ∞

0
K(t,x)u(t − x)dx

sur l’espace des fonctions continuesT-périodiques avec le noyau

K(t,x) = S∗(t)c(t,x)e−
∫ t
t−x[r(s,s−t+x)+d(s)]ds. (7)
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Cet opérateur est compact [3, appendice 1]. Rappelons avec [4] et [3, corollaires 1 et
2] que la position deR0 par rapport à 1 détermine la position de la borne de croissance
exponentielle par rapport à 0. En particulier,R0 < 1 implique que toute solutioni(t,x)
de (6) vérifie

∫ ∞
0 i(t,x)dx→ 0 quandt →+∞.

Si c(t,x) = c(t) et r(t,x) = r(t), alorsR0 = (
∫ T

0 S∗(t)c(t)dt)/(
∫ T
0 (r(t) +d(t))dt)

d’après [4]. Mais à part ce cas spécial,R0 ne peut pas être calculé en prenant simple-
ment la moyenne des coefficients du modèle.

On est maintenant prêt pour énoncer et démontrer un premier résultat.

Proposition 1 Si R0 < 1 et si (S, I ,R) est une solution de (1), alors
∫ ∞

0 I(t,x)dx→ 0
quand t→+∞.

Preuve.Supposons queR0 < 1. Pour toutε > 0, soit Rε la reproductivité associée
au noyauKε(t,x) semblable à (7) sauf queS∗(t) est remplacé parS∗(t)+ ε. D’après
la semicontinuité supérieure du spectre [15, chap. 4, p.208], il existe ε∗ > 0 tel que
Rε∗ < 1. Soit(S, I ,R) une solution de (1). Alors

dS
dt

≤ b(t)−d(t)S(t)

pour toutt ≥ t0. Donc il existet1 ≥ t0 tel queS(t)≤ S∗(t)+ ε∗ pour toutt ≥ t1. Donc
pour toutt ≥ t1,

I(t,0)≤ (S∗(t)+ ε∗)
∫ ∞

0
c(t,x) I(t,x)dx,

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−
[

r(t,x)+d(t)
]

I(t,x).

Comme par exemple dans [1, p. 25], on obtientI(t,x) ≤ j(t,x) pour toutt ≥ t1, où
j(t1,x) = I(t1,x) et

j(t,0) = (S∗(t)+ ε∗)
∫ ∞

0
c(t,x) j(t,x)dx,

∂ j
∂ t

+
∂ j
∂x

=−
[

r(t,x)+d(t)
]

j(t,x),

pour toutt > t1. Mais commeRε∗ < 1, [3, corollaires 1 et 2] montre que
∫ ∞

0 j(t,x)dx→
0 quandt →+∞. Donc

∫ ∞
0 I(t,x)dx→ 0 quandt →+∞.

�

Le casR0 > 1. Pour être dans le cadre du théorème 2, on étend l’espace de phase
en posantX := R+ × L1

+(R
+)×S1, où le cercle unitéS1 est identifié avecR/(TZ).

La périodicité ent des fonctionsa, c, f et d implique que pour tout ˆz0 := (S0, I0(·)) ∈
R+×L1

+(R
+), t0 ∈ S1, τ ∈R+, l ∈ Z,

z(t0+ lT + τ;(ẑ0, t0+ lT )) = z(t0+ τ;(ẑ0, t0)).

On peut ainsi définir un système dynamiqueπ : X×R+ → X tel que

π((ẑ0, t0),τ) = (z(t0+ τ;(ẑ0, t0)),(t0+ τ) modT).

Nous considérons enfin le sous-ensemble fermé suivant deX comme candidat pour être
répulseur

S:= R+×{I ∈ L1
+(R

+) : I(x) = 0, p.p. sur [0,+∞[}×S1. (8)

On est prêt pour énoncer le résultat de persistance.
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Proposition 2 Si R0 > 1, alors le système est uniformément persistant par rapport à
l’ensemble S. Autrement dit, il existeη > 0 tel que si I0(x) ∈ L1

+(R
+) vérifie l’équation

(2), alors

lim inf
t→+∞

∫ +∞

0
I(t,x)dx≥ η .

Preuve.On va démontrer ce résultat en appliquant le théorème 2 ; on aurait pu aussi
utiliser [23, théorème 4.5 ou théorème 4.13]. Notons que l’ensembleX \Sest positive-
ment invariant, puisque deI0(x)> 0 sur un ensemble de mesure positive dans[0,+∞[,
il résulte de (10) ci-dessous queI(t,x) vérifie la même propriété pour toutt ≥ t0. La
prochaine étape est de vérifier l’hypothèsei) du théorème 2, c’est-à-dire de démontrer
l’existence d’un attracteur global compact dansX pour π . Dans ce but, on va appli-
quer [11, théorème 9.1], qui établit l’existence d’un pareil attracteur pour les systèmes
dynamiques qui sont asymptotiquement réguliers, ponctuellement dissipatifs et pour
lesquels les orbites positives des ensembles bornés sont bornées. On commence par
vérifier queπ est asymptotiquement régulier.

Observons qu’en considérant les extensionsI0(x) = 0, x≤ 0 etu(t) = 0, t < t0, on
peut découper pour toutτ ≥ 0 l’opérateurπ(ẑ0, t0,τ) comme suit :

π(ẑ0, t0,τ) =U(ẑ0, t0,τ)+V(ẑ0, t0,τ) (9)

où, pourτ ≥ 0 etx≥ 0

U(ẑ0, t0,τ) =













0

I0(x− τ)e−
∫ t0+τ
t0

[r(s,s−t0−τ+x)+d(s)]ds

0













(10)

et

V(ẑ0, t0,τ) =













S(τ + t0;(ẑ0, t0))

u(τ + t0− x)e−
∫ t0+τ
t0+τ−x [r(s,s−t0−τ+x)ds+d(s)]ds

(t0+ τ) modT













. (11)

L’extension des fonctionsI0 etu à la droite réelle est nécessaire pour que le découpage
deπ soit bien défini. Les opérateursU etV doivent avoir des valeurs dansX = R+×
L1
+(R

+)×S1. Dans le cas deU , ceci implique que pour toutτ fixé, la fonctionI0(·−
τ) doit être définie surR+. Ainsi I0 doit être convenablement étendu à l’intervalle
[−τ,+∞[. Un même raisonnement s’applique àV et à la fonctionu.

En utilisant aussi la continuité uniforme de la fonctionc(t,x), on peut montrer que
pour toutτ ≥ 0, l’opérateurV(·,τ) est compact deX dansX. De plus, puisque pour
chaqueτ ≥ 0,

||U(ẑ0, t0,τ)|| ≤ e−dminτ ||(ẑ0, t0)||, (12)

oùdmin est la valeur minimale de la fonctiond, on a d’après [11, p. 498] que le système
dynamiqueπ est asymptotiquement régulier.
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On montre enfin queπ est ponctuellement dissipatif et que les orbites positivesdes
ensembles bornés sont bornées. Puisque

∫ +∞
0 I(t,x)dxest différentiable par rapport àt,

la même propriété est vraie pour la fonctionT(t) := S(t)+
∫+∞
0 I(t,x)dx+R(t) et un

calcul montre que
dT
dt

= b(t)−d(t)T. (13)

Par conséquent, pourM > 0 et ε > 0 fixés, siT(0) = S0+
∫ +∞

0 I0(x)dx≤ M, alors il
existet(M,ε)≥ t0 tel que pourt ≥ t(M,ε) on ait

S(t)+
∫ +∞

0
I(t,x)dx≤ T∗(t)+ ε,

oùT∗(t) est l’unique solution périodique positive de(13). Puisque l’ensemble

B := {(S, I(·)) ∈ R+×L1
+(R

+) : S+ ||I ||1 ≤ T∗
max+ ε}×S1,

où T∗
max := maxt∈R T∗(t), est fermé et borné dansX, cela prouve la dissipativité ponc-

tuelle et la bornitude des orbites positives. D’après [11, théorème 9.1], on conclut qu’il
existe un attracteur compact globalA⊂ X, et l’hypothèsei) du théorème 2 est vérifée.

Pour vérifier l’hypothèseii), on définit la fonction continueP : X → R+

P(ẑ0, t0) =
∫ +∞

0
I0(x)dx.

On remarque queP = 0 si et seulement si(ẑ0, t0) ∈ S. Pour toutε > 0, posonsV =
{(ẑ0, t0) ∈ X : P(ẑ0, t0) ≤ ε}. On va montrer, pourε assez petit, qu’aucune orbite po-
sitive d’une solution de (1) avec une origine dansV \S ne peut être complètement
contenue dans cet ensemble. Raisonnons par l’absurde. Supposons que pour toutε > 0
assez petit, il existe(ẑ0, t0) = (S0, I0(·), t0) ∈V \Stel que

P(π((ẑ0, t0),τ)) =
∫ +∞

0
I(τ + t0,x)dx≤ ε, τ ≥ 0. (14)

On va montrer que, pour toutε assez petit, la solution de (1) qui vérifie (14) est une
sursolution du système linéaire qui est proche du système (6) et dont les solutions
croissent exponentiellement avec le temps. Cela sera en contradiction avec (14).

Pour définir le système proche du système linéarisé, observons que d’après (14),
pour toutt = t0+ τ ≥ t0, on a

dS
dt

≥ b(t)−CεS(t)−d(t)S(t),

oùC> 0 est tel quec(t,x)≤C pour toutt ≥ t0 etx≥ 0. Il existe une constanteM > 0
indépendante deε et t1 ≥ t0 tels que pour toutt ≥ t1, on ait

S(t)≥ S∗(t)−Mε > 0. (15)

En effet,
d(S−S∗)

dt
+(d(t)+Cε)(S−S∗)≥−CεS∗(t)
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implique que

S(t)≥ S∗(t)+ (S(t0)−S∗(t0))e
−
∫ t
t0

d(s)ds−Cε(t−t0)

−Cε
∫ t

t0
S∗(u)e−

∫ t
u d(s)ds−Cε(t−u)du.

Comme le second terme de cette inégalité converge vers zero quandt →+∞, il existe
t1 tel que pour toutt ≥ t1 ≥ t0, (15) soit vrai. Donc pour toutt ≥ t1,

I(t,0)≥ (S∗(t)−Mε)
∫ ∞

0
c(t,x) I(t,x)dx,

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−r(t,x) I(t,x)−d(t) I(t,x).

Donc (voir [1])
I(t,x)≥ J(t,x) for all t ≥ t1, a.e.x∈R+ (16)

oùJ(t,x) vérifie






J(t,0) = (S∗(t)−Mε)
∫ ∞

0 c(t,x)J(t,x)dx,

∂J
∂ t +

∂J
∂x =−r(t,x)J(t,x)−d(t)J(t,x).

(17)

pour toutt ≥ t1 et J(t1,x) = I(t1,x). PuisqueX \Sest invariant,

∫ +∞

0
J(t1,x)dx=

∫ +∞

0
I(t1,x)dx> 0. (18)

Dans ce qui suit, on applique [25, théorème 2.5] pour étudierle comportement
asymptotique de la solution de (17) qui coïncide avecI(t1,x) quandt = t1. Ce théorème
donne le comportement asymptotique des solutions d’une équation de renouvelllement
du type

u(t) =
∫ t−t1

0
A(t,x)u(t − x)dx+ ū(t) (19)

avec un noyauA(t,s) périodique ent. Pour l’utiliser, on remarque que la première
équation du système (17) peut s’écrire sous cette forme avec

A(t,x) = (S∗(t)−Mε)c(t,x)e−
∫ x
0 r(s−x+t,s)ds−

∫ t
t−x d(s)ds (20)

et

ū(t) = (S∗(t)−Mε)
∫ +∞

t−t1
I(t1,x− t+ t1)c(t,x)e

−
∫ x
x−t+t1

r(s−x+t,s)ds−
∫ t
t1

d(s)dsdx. (21)

En gros, [25, théorème 2.5] montre que les solutions de l’équation de renouvellement
qui ne convergent pas vers zéro se comportent asymptotiquement commeαv(t)eλ t , où
α > 0 dépend de ¯u, et que le scalaireλ et la fonctionT-périodique positivev(t) vérifie

v= Â(λ )v, ρ(Â(λ )) = 1 (22)
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avec

(Â(λ )(u))(t) =
∫ +∞

0
exp(−λs)A(t,s)u(t − s)ds.

On remarque qu’en choisissant si nécessaire unt1 plus grand, on peut supposer que
ū(t)> 0 sur[t1, t1+η ] pour unη convenable. En effet, par hypothèse, il existex0 > 0
tel quec(t,x) > 0 pourx > x0 et t ∈ R. D’après (10) et puisque le support deI0(x)
a une mesure positive dans[0,+∞[, l’intersection pourt1 ≥ t0 assez grand du support
de I(t1,x− t + t1) et de l’ensemblex > x0 a une mesure positive. D’après (21), notre
affirmation en résulte.

SoitR(ε) la reproductivité du système (17). Les opérateurs associéssont compacts.
Donc le rayon spectralR(ε) est une fonction continue deε [8, théorème 2.1]. Puisque
R0 = R(0) > 1, choisissonsε∗ > 0 assez petit pour queR(ε∗) > 1. Alors il existe
λ (ε∗) > 0 etvε∗(t) qui vérifient (22). Oublions la dépendance deλ et v par rapport à
ε∗. On peut facilement vérifier les autres hypothèses de [25, théorème 2.5] en fixant
n’importe quelle fonction continue positiveT-périodiquew, en choisissantλ0 < λ ′ < 0
et j = 1. Seule law-positivité du noyau mérite attention. Rappelons que law-positivité
du noyau signifie que pour toute fonction continue positive ou nulle ū qui n’est pas
identiquement nulle sur l’intervalle[t1, t1+T], la solution correspondante de l’équation
de renouvellement vérifie

u(t)≥ εw(t), t ∈ [k0T + t1,(k0+2)T + t1],

où w(t) 6= 0 est une fonction positive ou nulle périodique fixée,ε dépend de ¯u tandis
quek0 n’en dépend pas.

Pour vérifier cette propriété, on remarque d’abord que si ¯u est une fonction comme
dans la définition ci-dessus, dec(t,x) ≥ 0 sur [t1,+∞[×R+ il résulte immédiatement
que la solution correspondante de (19) est positive ou nulle.

Puisque la fonction ¯u n’est pas identiquement nulle sur[t1, t1 + T], il existe un
intervalle[t ′, t ′′]⊂ [t1, t1+T] tel queū(t)> 0, t ∈ [t ′, t ′′]. De (19) on déduit queu(t)≥
ū(t) > 0 sur [t ′, t ′′], ce qui conduit àu(t − x) > 0 si t − x ∈ [t ′, t ′′]. Si l’on considère
maintenant unt ≥ t ′′+ x0, on ax0 ≤ t − t ′′ ≤ x≤ t − t ′ et donc

u(t)≥
∫ t−t′

t−t′′
A(t,x)u(t − x)dx≥

∫ t−t′

x0

A(t,x)u(t − x)dx> 0.

Par conséquent,u(t) > 0 sur [t ′′ + x0,+∞[. Considérons maintenant la fonctionT-
périodique positivew fixée ci-dessus. Si l’on choisitk0 tel que k0T + t1 > t ′′ et ε <
minu(t)
maxw(t)

, où le minimum et le maximum sont pris dans l’intervalle[k0T + t1,(k0 +

2)T + t1], on voit que law-positivité du noyauA est vérifiée.
On conclut que, siu(t) est la solution de l’équation de renouvellement (19) avec

le noyau (7) et le terme de forçage (21), alors il existe une fonction ϕ(t) telle que
ϕ(t)→ 0 quandt →+∞ et pour laquelle

u(t) = eλ t(αv(t)+ϕ(t)),

avecα > 0. Le fait queα > 0 pour la fonction ¯u(t) définie dans (21) est une consé-
quence immédiate du fait queu(t) > 0 pour t ≥ t1 (voir l’énoncé de [25, théorème
2.5] pour la définition deα).
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Ainsi la solution du système (17) avecJ(t1,x) = I(t1,x) vérifie

J(t,x) = eλ (t−x)(αv(t − x)+ϕ(t− x))e−
∫ x
0 r(t+s−x,s)ds−

∫ t
t−xd(s)ds, 0≤ x≤ t − t1.

D’après (16), en notantrsup et dmax respectivement le supremum der(t,x) et le maxi-
mum ded(t), on conclut que

lim
t→+∞

∫ +∞

0
I(t,x)≥ lim

t→+∞

∫ +∞

0
J(t,x)dx≥ lim

t→+∞

∫ t−t1

0
J(t,x)dx (23)

≥ eλ t min
r≥t1

(v(r)+ϕ(r))
∫ t−t1

0
e−(λ+rsup+dmax)x dx=+∞,

ce qui contredit (14). Notons que minr≥t1(v(r)+ϕ(r))> 0 puisqueu(t)> 0 pourt ≥ t1,
v est périodique etϕ → 0 quandt →+∞.

�

Remarque 2 Comme conséquence du théorème précédent et de [23, théorème6.2],
on conclut à l’existence d’une solution endémique périodique pour le système(1)
quand R0 > 1. En effet, on peut appliquer [23, théorème 6.2] à l’opérateur de Poin-
caré correspondant, qui est condensant car l’opérateur V dans(11) est compact et U
dans(10) vérifie (12). On peut choisir la fonctionρ dans [23, théorème 6.2] ainsi :
ρ : R+×L1

+(R
+)→ R définie parρ(S, I) =

∫ +∞
0 I(x)dx.

4 Un modèle SIS avec retard

En 1976, Cooke et Kaplan [7] ont étudié le modèle

dS
dt

=−a(t)S(t)I(t)+a(t− τ)S(t− τ)I(t − τ)

dI
dt

= a(t)S(t)I(t)−a(t− τ)S(t− τ)I(t − τ),

pour lequelS(t)+ I(t) est une constante que l’on peut fixer à 1. C’est un modèleSIS
avec une période infectieuse qui est constante et égale àτ.

Le système peut donc se réduire à une seule équation

dI
dt

= a(t)(1− I(t))I(t)−a(t− τ)(1− I(t− τ))I(t − τ). (24)

On suppose que le taux de contacta(t) est une fonction continue,T-périodique et
strictement positive surR.

On suppose dans la suite que les infectieux au temps 0 correspondent à la somme
des individus infectés sur la période[−τ,0] :

I(0) =
∫ τ

0
a(−x)I(−x)(1− I(−x))dx. (25)
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Avec cette hypothèse, (24) est équivalent à

I(t) =
∫ t

t−τ
a(s) I(s)(1− I(s))ds=

∫ τ

0
a(t − x) I(t − x)(1− I(t− x))dx . (26)

[7] a étudié l’équation (26) et a montré que si

τ × min
0≤t≤T

a(t)> 1 ,

alors (26) a une solution strcitement positiveT-périodique ; de plus, si

τ × max
0≤t≤T

a(t)< 1 ,

alorsI(t) tend vers 0. Des simulations numériques furent présentées aveca(t) = 1+
0,5sin(2πt). Les théorèmes indiquaient ce qui se passait pourτ > 2 et pourτ < 2/3,
mais pas entre les deux.

Le problème a été repris dans [18, 19, 21]. [18] considère l’opérateur obtenu par
linéarisation de (26) près deI = 0,

I(t) 7−→
∫ t

t−τ
a(s) I(s)ds=

∫ τ

0
a(t − x) I(t − x)dx (27)

sur un ensemble de fonctionsT-périodiques. Il fut prouvé qu’il existe un uniqueτ∗ > 0
tel que cet opérateur ait un rayon spectral égal à 1, que (26) aune solution strictement
positive périodique pourτ > τ∗, et queτ∗ = 1 dans l’exemple numérique de [7].

Étudions maintenant l’incidence de la maladie, définie pari(t) = a(t)S(t)I(t). Elle
vérifie l’équation

i(t) = a(t)S(t)
∫ t

t−τ
i(s)ds.

Dans l’approximation linéaire près de la solution dans maladie, on obtient

i(t)≃ a(t)
∫ τ

0
i(t − x)dx.

Comme dans [4], la stabilité linéaire de la solution sans maladie peut se formuler en
utilisant la reproductivitéR0, définie comme le rayon spectral de l’opérateur

φ(t) 7→ a(t)
∫ τ

0
φ(t − x)dx

sur l’espace des fonctions continuesT-périodiques. Ce rayon spectral est d’ailleurs
égal à celui de l’opérateur (27) : l’un peut s’écrireA ◦B, oùA : φ(t) 7→ a(t)φ(t) and
B : φ(t) 7→

∫ τ
0 φ(t − x)dx, tandis que l’autre estB ◦A .

Poura(t) = ā(1+ ε sin(ωt − φ)), [2, équation (49)] montre que la reproductivité
pour (26) est

R0 = āτ + ε2 2āτ sin2(ωτ/2)
[ωτ − sin(ωτ)]2+[1− cos(ωτ)]2

[ ωτ/2
tan(ωτ/2)

−1
]

+o(ε2)
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quandε → 0. Dans le cas non génerique de [7] où ¯a = 1 et ω = 2π (on peut choisir
l’unité de temps telle qu’une de ces égalités soit vraie, mais pas les deux à la fois), on
obtientR0 = 1+o(ε2) quandτ = 1. Rappelons que [18] a obtenu plus précisément que
R0 = 1 dans ce cas très spécial. .

Dans la suite, on se concentre sur (24)-(25) et on démontre l’extinction de la ma-
ladie siR0 < 1 et la persistance siR0 > 1. Commençons par énoncer des propriétés
élémentaires des solutions de (24)-(25). NotonsC([−τ,0], [0,1]) l’espace des fonctions
continues dans[−τ,0] à valeurs dans[0,1].

Lemme 1 Soit I0 ∈C([−τ,0], [0,1]) qui vérifie(25)et tel que I0 6≡ 0. Si t0 ∈R, il existe
une unique solution I(t) = I(t;(I0, t0)) de (24) définie dans[t0 − τ,+∞[ et telle que
I(t0+ t) = I0(t) dans[−τ,0] et I(t) ∈ ]0,1] pour tout t≥ t0.

Preuve.Remarquons d’abord que (25) impliqueI0 6≡ 1. L’existence locale et l’unicité
des solutions sont une conséquence immédiate des résultatsclassiques. D’un autre côté,
puisquea(·) est une fonction strictement positive, puisqueI0(t) ∈ [0,1] pour toutt ∈
[−τ,0], puisqueI0 6≡ 1 et I0 6≡ 0, on aI(t0 + t) > 0 pour toutt ∈ [0, t∗[, où t∗ est tel
queI(t0+ t)≤ 1 sur[0, t∗[. Si l’on suppose qu’il existet∗ ≥ 0 tel queI(t0+ t∗) = 1 et
I(t0+ t) ∈]0,1] pour toutt ∈ [0, t∗], alors on aI ′(t0+ t∗+η)≤ 0 pour tout 0< η < δ
si δ est assez petit. Ainsi on conclut queI(t0+ t) ∈]0,1] pour toutt ≥ 0.

On peut conclure que les solutions avec des conditions initialesI0∈C([−τ,0], [0,1])
sont définies sur[t0− τ,+∞[ et le lemme en résulte. �

Comme conséquence du lemme précédent, on a que l’application qui associe à
(I0, t0) ∈ C([−τ,0], [0,1])×R+ et t ≥ 0 la fonctionIt+t0(·;(I0, t0)) ∈ C([−τ,0], [0,1])
définie parIt+t0(θ ;(I0, t0)) := I(t + t0+θ ;(I0, t0)) est bien définie.

On montre maintenant un lemme de comparaison qui sera utilisé dans la suite.

Lemme 2 Soit b(·) une fonction continue et positive définie sur[T1,+∞[. Supposons
que y1 et y2 soient des fonctions continues définies sur[T1,+∞[ telles que, pour tout

t > T1 + τ, y1(t) ≥
∫ t

t−τ
b(s)y1(s)ds et y2(t) ≤

∫ t

t−τ
b(s)y2(s)ds. Si y1(t) > y2(t) sur

[T1,T1+ τ], alors y1(t)> y2(t) pour tout t> T1+ τ.

Preuve.Considérons la fonctionx(·) := (y1− y2)(·). C’est une fonction continue défi-
nie sur[T1,+∞[ telle que

x(t)≥
∫ t

t−τ
b(s)x(s)ds,∀t ∈ [T1+ τ,+∞[. (28)

De plus,x(t)> 0 sur[T1,T1+τ]. Supposons que l’ensembleT = {t > T1+ τ : x(t)≤ 0}
soit non vide et soitt0 sa borne inférieure. Alors d’après (28) il existet1 ∈]t0− τ, t0[ tel
quex(t1)≤ 0 et ceci contredit le fait quex(t)> 0 sur[T1,T1+ τ] et quet0 soit la borne
inférieure deT . Le résultat en découle.

Proposition 3 Si R0 < 1 alors la maladie disparaît.
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Preuve.Pour simplifier la présentation, supposonst0 = 0. Soit I0 ∈ C([−τ,0], [0,1]),
I0 6≡ 0 et tel que (25). D’après le lemme précédent, on sait queI(t) ∈ ]0,1] pour tout
t ≥ 0. De l’équation (26) ; on aI(t)≤

∫ t
t−τ a(s)I(s)ds.

Considérons l’opérateur compact positif

Ψλ : φ(t) 7→
∫ t

t−τ
eλ (t−s)a(s)φ(s)ds

défini sur l’espace des fonctions réelles continues etT-périodiques muni de la norme
du maximum. Soitφ la fonction identiquement égale à 1. Alors

(Ψλ φ)(t) ≥
(

min
0≤s≤T

a(s)

)

∫ t

t−τ
eλ (t−s)ds=

(

min
0≤s≤T

a(s)

)

eλ τ −1
λ

φ(t).

Ceci donne une borne inférieure de Collatz-Wielandt pour lerayon spectral [9, théo-
rème 2.1] :

ρ(Ψλ )≥

(

min
0≤s≤T

a(s)

)

eλ τ −1
λ

.

Doncρ(Ψλ )→+∞ quandλ →+∞.
Ainsi, en tenant compte du fait que le rayon spectral deΨλ est une fonction conti-

nue croissante deλ , deρ(Ψ0) = R0 < 1 et deρ(Ψλ ) > 1 pourλ assez grand, on voit
qu’il existeλ∗ > 0 tel queρ(Ψλ∗) = 1. D’après le théorème de Krein et Rutman, il y a
une fonction positive ou nulle périodique non identiquement nullev telle queΨλ∗v= v,
c’est-à-dire

∫ t

t−τ
eλ∗(t−s)a(s)v(s)ds= v(t), ∀t ∈R.

Notons qu’avec cette expression et commev 6≡ 0, il existet1 tel quev(t)> 0 pour tout
t ≥ t1. Commev est périodique, on av(t)> 0 pour toutt.

La fonctionψ(t) = e−λ∗tv(t) est une solution de

j(t) =
∫ t

t−τ
a(s) j(s)ds. (29)

SoitK tel queKψ(t)> I(t) pour toutt ∈ [−τ,0]. Appliquons le lemme 2 en choisissant
T1 = −τ, b(·) = a(·), y1 = Kψ et y2 = I . CommeI(t)≤

∫ t
t−τ a(s)I(s)dset Kψ est une

solution de (29), on aKΨ(t) > I(t) pour toutt ≥ 0. Enfin, puisqueλ∗ > 0, le résultat
en découle.

Proposition 4 Si R0 > 1 alors l’équation (24) est uniformément persistant par rapport
à S= {O}×S1, oùO désigne la fonction nulle dans C([−τ,0], [0,1]).

Preuve.On utilise le théorème 2. Définissons le système dynamiqueπ : X×R+ → X,
où

X = {I ∈C([−τ,0], [0,1]) : I satisfait (25)}×S1

(on identifieR/TZ avecS1) parπ((I0, t0), t) = (It+t0(·;(I0, t0)),(t + t0) modT). On a
queX \Sest positivement invariant comme conséquence du lemme 1.
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En utilisant [12, théorèmr 4.1.11], l’existence d’un attracteur compactK pour les
orbites de (24) est assurée puisqueπ(X, t) est borné. L’hypothèsei) du théorème 2 est
vérifiée.

SoitP : X →R+ tel queP(φ ,s) = maxℓ∈[−τ,0] |φ(ℓ)|. L’hypothèseii)a) est vérifiée.
Montronsb). Soit U = {(φ ,s) ∈ X : P(φ ,s) ≤ ε} où ε est assez petit. Pour obtenir
une contradiction, supposons qu’il existe(φ ,s) ∈ U \S tel que pour toutt ≥ 0 on ait
P(π((φ ,s), t))≤ P(φ ,s) ≤ ε. Ainsi

|I(t + s+θ ;(φ ,s))| ≤ ε pour toutt ≥ 0 et toutθ ∈ [−τ,0]. (30)

D’après (24), on obtient pour toutt ≥ s

I(t)≥ (1− ε)
∫ t

t−τ
a(s) I(s)ds.

On raisonne maintenant comme dans la preuve du résultat précédent. CommeR0 >
1, on a pourε > 0 assez petit que le rayon spectralR0,ε de l’opérateur

φ(t) 7→ (1− ε)
∫ t

t−τ
a(s)φ(s)ds,

défini sur l’espace des fonctions réelles continues etT-périodiques avec la norme du
maximum, sera plus grand que 1.

Posons pour toutλ ∈ R,

Ψλ ,ε : φ(t) 7→ (1− ε)
∫ t

t−τ
eλ (t−s)a(s)φ(s)ds

dans le même espace. Pourλ négatif et assez petit, le rayon spectral de cet opérateur
est inférieur à 1. C’est une conséquence du fait que le rayon spectral soit inférieur à la
norme d’opérateur :

ρ(Ψλ ,ε)≤ sup
‖φ‖≤1

|(1− ε)
∫ t

t−τ
eλ (t−s)a(s)φ(s)ds|.

Ainsi

ρ(Ψλ ,ε)≤ sup
‖φ‖≤1

(1− ε)
∫ t

t−τ
eλ (t−s)a(s)|φ(s)|ds

ce qui implique que

ρ(Ψλ ,ε)≤ (1− ε)
(

max
0≤s≤T

a(s)

)

1−eλ τ

−λ
.

Le résultat en découle pourλ < 0 avec|λ | assez grand.
Comme le rayon spectral deΨλ ,ε est une fonction continue et croissante deλ ,

commeρ(Ψ0,ε) = R0,ε > 1 et comme pourλ assez petit ce rayon spectral est inférieur
à 1, il existeλ∗ < 0 et une fonction positive périodiquev(t) telle que

(1− ε)
∫ t

t−τ
eλ∗(t−s)a(s)v(s)ds= v(t), ∀t ∈R.
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La fonctionψ(t) = e−λ∗tv(t) est une solution de

j(t) = (1− ε)
∫ t

t−τ
a(s) j(s)ds. (31)

Comme(φ ,s) ∈U \S, on aI(t +s;(φ ,s))> 0 pour toutt ≥ 0. ChoisissonsK assez
petit pour queKe−λ∗tv(t) ≤ I(t + s;(φ ,s)) pour toutt ∈ [0,τ]. CommeI(t) ≥ (1−
ε)

∫ t
t−τ a(s)I(s)ds et Kψ(t) est une solution de (31), avec le lemme 2 oùT1 = 0 et

b(·) = (1− ε)a(·), on aKe−λ∗tv(t) < I(t + s;(φ ,s)) pour toutt ≥ 0. Commeλ∗ < 0,
ceci contredit (30) et prouve le résultat.

�

Remarque 3 Comme conséquence du théorème précédent et du [23, théorème6.3], on
conclut à l’existence d’une solution périodique endémiquepour (24) lorsque R0 > 1.
En effet, on peut appliquer [23, théorème 6.3] à l’opérateurde Poincaré correspondant
qui est compact et considérer la fonctionρ̃ : C([−τ,0], [0,1])→ R définie parρ̃(φ) =
∫ 0
−τ φ(s)ds.
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