
Un modèle épidémique struturé par âge pour latransition démographiqueHisashi Inaba∗ † Ryohei Saito‡ Niolas Baaër§J. Math. Biol. 77 (2018) 1299-1339hal : 01895762RésuméOn propose dans et artile un modèle épidémique struturé par âge pourla transition démographique. Les normes ulturelles qui onduisent à uneféondité plus basse sont transmises entre individus de la même manièreque les maladies infetieuses. On formule d'abord le modèle de base ommeun problème de Cauhy abstrait homogène dans un espae de Banah pourprouver l'existene, l'uniité et le aratère bien posé des solutions. Puison étudie l'existene de solutions exponentielles non triviales. On étudieen�n la stabilité linéaire du système près des solutions exponentielles enutilisant la roissane exponentielle asynhrone. On formule la onditionde stabilité en utilisant la notion de reprodutivité.Mots-lés : système dynamique homogène, transition démographique, mo-dèles épidémiques.1 IntrodutionPendant les XVIIIe et XIXe sièles, les taux de mortalité dans les pays déve-loppés d'Europe et d'Amérique du nord ont baissé ave le progrès éonomiqueet le développement industriel. Les indies de féondité ommenèrent à bais-ser un peu plus tard ; au XXe sièle, es pays ont eu des taux de mortalitéet des indies de féondité très bas, de sorte que les taux de roissane de espopulations baissèrent fortement. On appelle � transition démographique � lepassage du ouple (mortalité, féondité) de (élevée, élevée) à (faible, élevée) puisà (faible, faible) [3, 17℄. Depuis la �n de la seonde guerre mondiale, des pays envoie de développement ont aussi onnu une transition démographique. Certains
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experts avaient prédit que les populations se stabiliseraient après la transitiondémographique. Mais des pays développés omme le Japon et omme ertainspays européens ont onnu une baisse supplémentaire de l'indie de feondité. Onappelle � seonde transition démographique � ette baisse sous le seuil de rem-plaement et le taux de roissane négatif qui l'aompagne. On n'observe pasforément un délin de la population s'il y a une forte immigration omme dansertains pays oidentaux. La seonde transition démographique est un phéno-mène omplexe et ontroversé [3℄. Au Japon, l'immigration est très limitée et lapopulation diminue (Fig. 1).
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1960 1980 2000 2020 2040Figure 1 � Axe de gauhe : population passée (triangles) et projetée (erles)du Japon de 1950 à 2050 (soure : INED/Nations Unies, 2015). Comparaisonave le modèle simple sans struture d'âge (en rouge). Axe de droite : indie deféondité.L'hypothèse bien onnue de la modernisation insiste sur le fait que le faibleindie de féondité résulte de l'adaptation des individus au monde moderne,'est-à-dire à l'industrialisation, à l'urbanisation et aux standards éduatifs etfamiliaux. D'un autre �té, la théorie de la di�usion pour la transition démo-graphique suppose que les nouvelles normes ulturelles qui diminuent le nombredes naissanes peuvent être transmises des individus à basse féondité (les � in-fetés �) aux individus traditionnels ave une féondité élevée (les � susep-tibles �). Dans l'artile présent, on propose un modèle épidémique struturépar âge pour expliquer la transition démographique en utilisant la théorie de ladi�usion [19, 18℄.Pour illustrer les prinipaux aspets de la dynamique de transmission dansune population roissante ou déroissante, onsidérons tout d'abord le as simpleindépendant de l'âge. Soit S(t) le nombre d'individus ave une féondité élevée,'est-à-dire les suseptibles, au temps t. Soit I(t) le nombre d'individus ave une2



faible féondité, 'est-à-dire les infetés, au temps t. Le système sans struturepar âge pour la transition démographique est un système homogène de Lotka�Volterra :






















dS(t)

dt
= λ1S(t)−

βS(t)I(t)

S(t) + I(t)
,

dI(t)

dt
= λ2I(t) +

βS(t)I(t)

S(t) + I(t)
,

(1)où λ1 et λ2 sont les paramètres malthusiens pour les personnes suseptibles etinfetées ; on a λ1 > λ2 tandis que β > 0 est le oe�ient de transmission.On suppose que la fore d'infetion est donnée par la loi homogène βS/N ave
N = S + I, et que la di�érene entre les paramètres malthusiens re�ète ladi�érene de féondité ('est-à-dire on néglige la di�érene de mortalité) 1.On étudie le modèle (1) dans la setion 2. Il y a essentiellement deux as :� si β < λ1 − λ2, alors la population suseptible roît asymptotiquementomme eλ1t, la population infetée roît ou déroît asymptotiquementomme e(β+λ2)t, de sorte que la fration infetée tend vers 0 ;� si β > λ1 − λ2, alors la population suseptible roît ou déroît asympto-tiquement omme e(λ1−β)t, la population infetée roît ou déroît asymp-totiquement omme eλ2t, de sorte que la fration infetée tend vers 1.On ajuste les paramètres λ1, λ2 et β aux données de population du Japon : voirla �gure 1, où λ1 = 0,012 par an, λ2 = −0,005 par an, β = 0,12 par an, t = 0orrespond à l'année 1950, N(0) = 82,474 millions et I(0)/N(0) = 1%.À partir de la setion 3, on étend les observations i-dessus à un modèlestruturé par âge ; 'est le sujet prinipal de et artile et ela permet des om-portements plus omplexes. En partiulier, il y a un troisième as non dégénéréoù les frations suseptibles et infetées roissent ou déroissent toutes les deuxasymptotiquement omme eλt ave λ1 > λ > λ2 et où la fration infetéeonverge vers un nombre stritement ompris entre 0 et 1.2 Le modèle sans struture par âgeLe système (1) a deux solutions exponentielles triviales, (S, I) = (N(0)eλ1t, 0)et (S, I) = (0, N(0)eλ2t), qui orrespondent respetivement à une populationomplètement suseptible et à une population omplètement infetée. Notonsque ontrairement aux modèles épidémiques traditionnels, les personnes infe-tées peuvent persister sans les suseptibles. On a don deux problèmes d'inva-sion : soit les infetés envahissent la population suseptible, soit les suseptiblesenvahissent la population infetée.Considérons la prévalene v(t) dé�nie par

v(t) :=
I(t)

S(t) + I(t)
.1. Le taux de mortalité de haque population est µ > 0 et λj = mj − µ ave m1 > m2, où

mj est le taux de natalité de la je population.3



Alors u(t) := 1 − v(t) est la proportion de suseptibles. On voit que v véri�el'équation logistique
v′ = −hv + hv2,où h := λ1 − λ2 − β. Supposons que 0 < v(0) < 1. La solution de l'équationdi�érentielle est

v(t) =
1

(1/v(0))eht + (1− eht)
.Don

v(t) →

{

0 si β < λ1 − λ2,
1 si β > λ1 − λ2,quand t → +∞. Dans le as dégénéré où β = λ1 − λ2, on a v(t) = v(0) pourtout t ≥ 0.Soit N(t) = S(t)+I(t) la population totale. Les taux asymptotiques de rois-sane de la population totale et des sous-populations infetées et suseptiblessont donnés dans le as non dégénéré par

N ′(t)

N(t)
= λ1(1− v(t)) + λ2v(t) →

{

λ1 si β < λ1 − λ2,
λ2 si β > λ1 − λ2,

I ′(t)

I(t)
= λ2 + β(1− v(t)) →

{

λ2 + β si β < λ1 − λ2,
λ2 si β > λ1 − λ2,

S′(t)

S(t)
= λ1 − βv(t) →

{

λ1 si β < λ1 − λ2,
λ1 − β si β > λ1 − λ2,quand t→ +∞. La �gure 2 présente es di�érents as.On peut formuler la ondition de seuil pour la population infetée (elle aveune féondité faible) en utilisant un indie d'invasion :

R2 =
β

λ1 − λ2
. (2)Si R2 > 1, alors la transition démographique a lieu. Si R2 < 1, alors la populationave une féondité faible est éliminée en proportion et la transition démogra-phique n'a pas lieu. En e�et, l'équation linéarisée du système pour (u, v) aupoint (1, 0) est v′ = −hv = (λ1 − λ2)(R2 − 1)v. Le taux de roissane initial dela fration ave une féondité faible est positif, 'est-à-dire (1, 0) est instable, siet seulement si R2 > 1.D'un autre �té, l'équation linéarisée du système pour (u, v) au point (0, 1)est u′ = hu = (λ1 − λ2 − β)u = −(λ1 − λ2)(R2 − 1)u. On onlut que (0, 1)est instable si et seulement si R2 < 1, de sorte que la transition démographiqueinverse se produit si R2 < 1. Ainsi il n'y a pas de as bistable (ou bi-instable).Comme on verra i-dessous, e n'est pas le as pour le modèle struturé par âge.Vu di�éremment, l'équation variationnelle près de la solution exponentielletriviale (S, I) = (N(0)eλ1t, 0) s'érit

(

x′

y′

)

=

(

λ1 −β
0 λ2 + β

)(

x
y

)

, (3)4



λ2 < 0 λ2 > 0
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λ1 − λ2 < β λ1 < βFigure 2 � Population suseptible S(t) en noir, population infetée I(t) en bleuet population totale N(t) en rouge en fontion du temps t. Condition initiale :
N(0) = 100, I(0)/N(0) = 10%. Colonne de gauhe : λ1 = 0,01, λ2 = −0,01 < 0,
β ∈ {0,005; 0,015; 0,05} (de haut en bas). Colonne de droite : λ1 = 0,02,
λ2 = 0,01 > 0, β ∈ {0,005; 0,018; 0,05} (de haut en bas).5



où (x, y) est le terme de perturbation. Si β+λ2 < 0, alors la population infetéene peut pas roître. Si β ∈] − λ2, λ1 − λ2[, alors la solution exponentielle sansinfetion est déstabilisée, mais la population infetée est éradiquée en proportionde la population totale : il y a extintion relative. Si l'on introduit le taux denatalité mj et le taux de mortalité ommun µ tels que λj = mj − µ, alors etteondition s'érit R̃0,2 < 1 < R0,2 où
R0,2 =

m2 + β

µ
, R̃0,2 =

m2 + β

m1
. (4)Ii R0,2 est la reprodutivité de la population ave une féondité faible et R̃0,2est la reprodutivité pour la prévalene de la population ave une féonditéfaible dans le système normalisé. Bien sûr, R̃0,2 > 1 si et seulement si R2 > 1,ar e sont les onditions d'invasion pour l'état stationnaire sans infetion dansle système normalisé.Inversement, si R0,2 < 1 < R̃0,2, alors λ1 < λ2 + β < 0, la transitiondémographique a lieu bien que les deux populations aient des taux de roissanenégatifs (il y a endémiité relative).De la même manière, l'équation variationnelle près de la solution exponen-tielle triviale (S, I) = (0, N(0)eλ2t) est

(

x′

y′

)

=

(

λ1 − β 0
β λ2

)(

x
y

)

. (5)Introduisons les reprodutivités
R0,1 =

m1

µ+ β
, R̃0,1 =

m1

m2 + β
. (6)Si R̃0,1 < 1 < R0,1, alors la solution omplètement infetée (ave une féonditéfaible) est déstabilisée, mais la population ave une féondité élevée est éradiquéeen proportion. Don la transition démographique inverse n'a pas lieu.Inversement, si R0,1 < 1 < R̃0,1, alors la population envahissante ave uneféondité élevée déroît, mais elle roît en proportion. Don la transition démo-graphique inverse a lieu.Ces aluls montrent que le suès de l'invasion n'implique pas néessaire-ment l'endémiité de la population envahissante dans notre système homogène.Les reprodutivités doivent don être dé�nies ave préaution.
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3 Un modèle ave une struture par âgeConsidérons maintenant le modèle épidémique struturé par âge pour latransition démographique :






























































∂p1(t, a)

∂t
+
∂p2(t, a)

∂a
= −(µ(a) + π(t, a))p1(t, a),

∂p2(t, a)

∂t
+
∂p2(t, a)

∂a
= π(t, a)p1(t, a)− µ(a)p2(t, a),

p1(t, 0) =

∫ ∞

0

m1(a) p1(t, a) da,

p2(t, 0) =

∫ ∞

0

m2(a) p2(t, a) da,

(7)
où m1(a) est le taux de féondité par âge de la population suseptible (aveune féondité élevée), m2(a) est le taux de féondité par âge de la populationinfetée (ave une féondité basse) et µ(a) est le taux ommun de mortalité parâge. Supposons que la fore d'infetion ulturelle π(t, a) soit donnée par la loihomogène

π(t, a) :=
1

N(t)

∫ ∞

0

β(a, σ) p2(t, σ) dσ,où
N(t) :=

∫ ∞

0

n(t, a) da,est la population totale, n(t, a) := p1(t, a) + p2(t, a) est la densité par âge de lapopulation et β(a, σ) est le oe�ient de transmission entre personnes susep-tibles d'âge a et personnes infetées d'âge σ.Soit ℓ(a) la probabilité de survie jusqu'à l'âge a, dé�nie par
ℓ(a) = exp

(

−

∫ a

0

µ(σ)dσ

)

,et soit Φj(a) := mj(a)ℓ(a) la fontion de reprodution nette de la je population.On suppose que
m1(a) > m2(a),de sorte que R1 > R2, où

Rj :=

∫ ∞

0

mj(a)ℓ(a)daest la reprodutivité pour la je population.Le taux de roissane intrinsèque λj (j = 1, 2) est la raine réelle dominantede l'équation aratéristique de Lotka [14, 23, 24℄ :
∫ ∞

0

e−λjaΦj(a)da = 1.7



Don λ1 > λ2. On fait les hypothèses tehniques supplémentaires :Hypothèse 1. 1. λ1 > λ2 > −µ, où µ := infa∈R+
µ(a) > 0.2. Supposons que mj ∈ L1

+(R+) ∩ L∞
+ (R+), µ ∈ L∞

+ (R+) et qu'il existe
β1 ∈ L1

+(R+) ∩L∞
+ (R+) et β2 ∈ L∞

+ (R+) tels que β1(a)β2(σ) ≤ β(a, σ) ≤
κβ1(a)β2(σ) ave κ > 1, et tels que β1 et β2 soient des points quasi-intérieurs de L1

+. De plus, supposons que
lim
h→0

∫ ∞

0

|β(a+ h, σ)− β(a, σ)|da = 0 uniformément pour σ ∈ R+.Soit p(t) = (p1(t, ·), p2(t, ·))T. On onsidère le système omme un systèmedynamique homogène abstrait dans X := L1(R)× L1(R) :
dp

dt
= Ap(t) + F (p(t)), p(0) = p0, (8)où A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe positif dé�ni par

(Aφ)(a) =











−
dφ1
da

(a)− µ(a)φ1(a)

−
dφ2
da

(a)− µ(a)φ2(a)









et ave le domaine
D(A) :=

{

φ ∈ W 1,1(R+) : φj(0) =

∫ ∞

0

mj(a)φj(a)da

}

,et F : X+ → X est un opérateur non linéaire donné par
F (φ)(a) :=

(

−π(a|φ)φ1(a)
π(a|φ)φ1(a)

)

,où φ = (φ1, φ2) ∈ X+, ‖φ‖X :=
∫∞

0 (|φ1(a)|+ |φ2(a)|)da et
π(a|φ) :=

1

‖φ‖X

∫ ∞

0

β(a, σ)φ2(σ)dσ.Alors F est homogène de degré un, 'est-à-dire F (αφ) = αF (φ) pour α > 0 et
F (0) = 0.Lemme 3.1. L'opérateur homogène F est globalement lipshitzien sur X+ et ilexiste ǫ > 0 tel que (I + ǫF )(X+) ⊂ X+.Démonstration. D'abord, observons que π(a|z) ≤ |β|∞ := sup(a,σ)∈R+×R+

|β(a, σ)|pour tout z ∈ X+. Puis z1 − ǫπ(a|z2)z1 ≥ (1 − ǫ|β|∞)z1. Choisissons ǫ tel que
1 − ǫ|β|∞ > 0. Alors (I + ǫF )(X+) ⊂ X+. Posons |φ|1 :=

∫∞

0
|φ(σ)|dσ pour

φ ∈ L1(R+). Pour z, w ∈ X+, observons que
|π(a|z2)z1 − π(a|w2)w1|1 ≤

∣

∣

∣

∣

z1
‖z‖X

−
w1

‖w‖X

∣

∣

∣

∣

1

β̄|z2|1 +
|w1|1
‖w‖X

β̄|z2 − w2|18



≤ β̄

(

|z1 − w1|1
|z2|1
‖z‖X

+ ‖w − z‖X
|z2|1|w1|1
‖z‖X‖w‖X

+ |z2 − w2|1
|w1|1
‖w‖X

)

≤ β̄

(

|z1 − w1|1 + ‖w − z‖X
|w1|1
‖w‖X

+ |z2 − w2|1
|w1|1
‖w‖X

)

,où nous avons utilisé les relations
∣

∣

∣

∣

z1
‖z‖X

−
w1

‖w‖X

∣

∣

∣

∣

1

≤
|z1 − w1|1

‖z‖X
+ |w1|1

∣

∣

∣

∣

1

‖z‖X
−

1

‖w‖X

∣

∣

∣

∣et |‖z‖X − ‖w_X || ≤ ‖z − w‖X pour tout z, w ∈ X+. Don
|π(a|z2)z1 − π(a|w2)w1|1 ≤ β̄(|z1 −w1|1 + ‖z −w‖+ |z2 −w2|1) = 2β̄‖z−w‖X ,e qui implique que ‖F (z) − F (w)‖X ≤ 4β̄‖z − w‖X . Ainsi la fontion F estglobalement lipshitzienne.Proposition 1. Soit p0 ∈ X+. Alors le problème de Cauhy (8) a une uniquesolution intégrée 2 p(t) ∈ X+ qui dé�nit un semi-groupe S(t) tel que p(t) =
S(t)p0 et S(t)(X+) ⊂ X+.Démonstration. À la plae de l'équation originale (6), onsidérons l'équationéquivalente :

dp

dt
=

(

A−
1

ǫ

)

p+
1

ǫ
(I + ǫF )p.On sait bien que la solution intégrée de ette équation est une solution ontinuede l'équation intégrale

p(t) = e−
1
ǫ
teAtf0 +

1

ǫ

∫ t

0

e−
1
ǫ
(t−s)eA(t−s)[p(s) + ǫFp(s)]ds,où la onstante ǫ est hoisie de sorte que 1 − ǫβ̄ > 0 [1, 2, 24℄. Puisque laperturbation non linéaire est globalement lipshitzienne, la solution globale deette équation intégrale peut être onstruite par itération positive :

p0(t) = p0,

pn+1(t) = e−
1
ǫ
teAtp0 +

1

ǫ

∫ t

0

e−
1
ǫ
(t−s)eA(t−s)[pn(s) + ǫFpn(s)]ds.La positivité de eAt et I + αF nous permet de démontrer par itération que

pn ∈ X+. Comme l'opérateur F est lipshitzien, la suite pn(t) onverge vers unesolution intégrée loale et positive p(t) ∈ X+. Il existe des nombres M ≥ 1 et ωtels que ‖eAt‖ ≤Meωt, de sorte que
‖p(t)‖X ≤Me(ω− 1

ǫ
)t‖p0‖X +

MK

ǫ

∫ t

0

e(α−
1
ǫ
)(t−s)‖p(s)‖Xds,2. Pour la dé�nition d'une solution intégrée, voir : A. Durot, P. Magal, S. Ruan, Uneintrodution aux modèles de dynamique de populations struturées en âge et aux problèmesde bifurations. Gazette des mathématiiens 125 (2010) 27-40.9



où K := ‖I + ǫF‖. On peut démontrer aussi l'estimation :
‖p(t)‖X ≤ ‖p0‖Xe

(ω− 1−MK
ǫ

)t.Puisque la norme de la solution loale roît au plus exponentiellement ave letemps, on a en fait une solution globale. Ainsi on peut dé�nir un semi-groupe
S(t) par S(t)p0 = p(t).4 Existene et stabilité des solutions exponen-tiellesIl est lair que l'origine est un point d'équilibre trivial de (6), qui est instablesi λ1 > 0 et stable si λ1 < 0. Étant donné l'homogénéité du système de base, si
p∗ est un équilibre de (6), alors p(t) = cp∗ l'est aussi pour tout c > 0. Ainsi ilne peut y avoir d'équilibre attratif non trivial. Pour le système homogène, ons'intéresse prinipalement aux solutions exponentielles persistantes, qui jouent lemême r�le que les solutions stationnaires des systèmes dynamiques non linéaireset non homogènes.Comme [10℄, introduisons le système normalisé. Soit θ la fontionnelle li-néaire bornée de X dans R dé�nie par

〈θ, z〉 :=

∫ ∞

0

(z1(a) + z2(a))da, z = (z1, z2) ∈ X,qui donne la population totale si z ∈ X+. Don 〈θ, z(t)〉 > 0 si z(0) ∈ X+ \ {0}.Introduisons de nouvelles fontions qui donnent le pro�l par âge :
w1(t, a) =

p1(t, a)

〈θ, p(t)〉
, w2(t, a) =

p2(t, a)

〈θ, p(t)〉
,et

w(t) := (w1(t, ·), w2(t, ·)) ∈ Γ := {φ ∈ X+ : 〈θ, φ〉 = 1},où Γ est l'espae des pro�ls par âge.On peut remplaer le système (6) par le système normalisé :
dw

dt
= Aw + F (w)− 〈θ, Aw + F (w)〉w, w ∈ Γ, (9)

10



'est-à-dire,
∂w1

∂t
+
∂w1

∂a
=− µ(a)w1(t, a)− w1(t, a)

∫ ∞

0

β(a, b)w2(t, b) db

− w1(t, a)

∫ ∞

0

[m1(b)− µ(b)]w1(t, b) db

− w1(t, a)

∫ ∞

0

[m2(b)− µ(b)]w2(t, b) db ,

∂w2

∂t
+
∂w2

∂a
=− µ(a)w2(t, a) + w1(t, a)

∫ ∞

0

β(a, b)w2(t, b) db

− w2(t, a)

∫ ∞

0

[m1(b)− µ(b)]w1(t, b) db

− w2(t, a)

∫ ∞

0

[m2(b)− µ(b)]w2(t, b) db ,ave les onditions au bord
w1(t, 0) =

∫ ∞

0

m1(a)w1(t, a) da ,

w2(t, 0) =

∫ ∞

0

m2(a)w2(t, a) da .Le système normalisé a une unique solution intégrée globale S(t)w0, et Γ estpositivement invariant par rapport au semi-groupe S(t), t ≥ 0. Si w0 ∈ D(A),alors S(t)p0 devient une solution lassique. Il résulte de (10) que
d

dt
〈θ, w〉 = 〈θ, (A + F )w(t)〉(1 − 〈θ, w(t)〉).Ainsi

〈θ, w(t)〉 = 1− (1− 〈θ, w(0)〉)e−
∫

t

0
〈θ,(A+F )w(s)〉ds,d'où l'on onlut que S(t)(Γ) ⊂ Γ pour tout t > 0. Si l'on utilise la solution w(t)du système normalisé (10), la solution p(t) du système de départ est donnée par

p(t) = w(t) exp

(∫ t

0

〈θ, (A + F )w(s)〉ds

)

〈θ, z(0)〉.Ainsi le problème original est réduit à un problème dans l'espae Γ des pro�lspar âge.Notez que 〈θ, (A + F )w〉 est une forme linéaire sur X . Si l'on introduit laforme linéaire H de X+ → R dé�nie par
H(φ) :=

∫ ∞

0

[(m1(a)−µ(a))φ1(a)+(m2(a)−µ(a))φ2(a)]da, φ = (φ1, φ2) ∈ X+.et si w est une solution du système normalisé, alors H(w(t)) donne le paramètremalthusien pour la population totale :
H(w(t)) = 〈θ, Aw + F (w)〉 =

1

〈θ, p(t)〉

d〈θ, p(t)〉

dt
.11



Considérons le problème de l'existene et de la stabilité des solutions expo-nentielles persistantes. Soit w∗ ∈ Γ un équilibre du système normalisé. Alors ona le problème de valeur propre non linéaire suivant :
λ∗w∗ = Aw∗ + F (w∗), w∗ ∈ D(A) ∩ Γ, (10)où λ∗ = 〈θ, (A + F )w∗〉. Il est lair que eλ∗tw∗ est une solution persistante dusystème de départ. Inversement, s'il existe une solution exponentielle eλ∗tz∗ dusystème homogène (8), alors λ∗ et w∗ = z∗/〈θ, z∗〉 doit véri�er (10), et don w∗est un équilibre du système normalisé.Pour démontrer la stabilité linéaire de la solution exponentielle, la formuled'Euler pour le système homogène est ruiale [26℄.Proposition 2. Si F est di�érentiable au sens de Fréhet en x ∈ X+, alors ona la formule d'Euler F ′[x]x = F (x), où F ′[x] est la dérivée de Fréhet en x. Deplus, F ′[x] = F ′[cx] pour tout c > 0.Démonstration. Supposons que F soit di�érentiable au sens de Fréhet en x ∈

X+. Pour h ∈ X+ et c > 0, posons Gc(h) := F (cx+h)−F (cx)−F ′[x]h. Comme
F est di�érentiable au sens de Fréhet en x, il existe une fontion ontinueroissante L : R+ → R+ telle que L(0) = 0 et ‖G1(h)‖X ≤ L(‖h‖X)‖h‖X pour
h ∈ X+. Ave l'homogénéité, on a Gc(h) = cG1(h/c) pour h ∈ X+ et c > 0.Ainsi si h = x, on a

F (cx+ x) − F (cx)− F ′(x)x = F (x) − F ′[x]x = Gc(x) = cG1(x/c).Alors ‖F (x) − F ′[x]x‖X ≤ L(‖x‖X

c
)‖x‖X , e qui implique que F ′[x]x = F (x)pare qu'on peut hoisir c arbitrairement grand. La fontion omposée F (cx)est aussi di�érentiable au sens de Fréhet en x, don il existe une fontionontinue roissante L̃ : R+ → R+ telle que L̃(0) = 0 et ‖F (c(x+ h))− F (cx)−

F ′[cx]ch‖X ≤ L̃(‖h‖X)‖h‖X pour h ∈ X+. Ave l'homogénéité, on a
‖F (x+ h)− F (x)− F ′[cx]h‖X ≤ L̃(‖h‖X)‖h‖X/c.Comme
‖F (x+ h)− F (x)− F ′[x]h‖X ≤ L(‖h‖X)‖h‖X ,on obtient ‖F ′[cx]h− F ′[x]h‖X ≤ L̃(‖h‖X)‖h‖X/c+ L(‖h‖X)‖h‖X . Alors

‖F ′[cx](h/‖h‖X)− F ′[x](h/‖h‖X)| ≤ L̃(‖h‖X)/c+ L(‖h‖X),e qui implique que F ′[cx]h = F ′[x]h si ‖h‖X = 1. Comme F ′[cx] et F ′[x] sonttous les deux des opérateurs linéaires, on a F ′[cx] = F ′[x].Ainsi, si F est di�érentiable au sens de Fréhet au point d'équilibre w∗ dusystème normalisé ave (A+F )w∗ = λ∗w∗, alors w∗ est un veteur propre positifde l'opérateur linéaire
B := A+ F ′[w∗]12



assoié à la valeur propre λ∗, et B est indépendant des multipliateurs salairespositifs pour w∗.Dans une série d'artiles [6, 7, 8℄, Hadeler et ses ollaborateurs ont développéune théorie des systèmes dynamiques homogènes. La méthode de normalisationa en partiulier été utilisée pour un système en dimension in�nie par Iannelli etMartheva [10℄.Soit ζ(t) := w(t) − w∗ ∈ Xθ := {ζ ∈ X : 〈θ, ζ〉 = 0}. Alors le systèmenormalisé s'érit omme une équation dans Xθ :
dζ(t)

dt
= Bζ(t)− 〈θ,Bζ(t)〉w∗ − λ∗ζ(t) + G(ζ(t))

= Cζ(t) + G(ζ(t)), (11)où
Cζ := Bζ − 〈θ,Bζ〉w∗ − λ∗ζ,est un opérateur linéaire et G(ζ) est le terme d'ordre deux, ave ‖G(ζ)‖X/‖ζ‖X →

0 quand ζ → 0.Lemme 4.1. Xθ est invariant par C, etC et G. Si ζ(0) ∈ Xθ, alors la solutionintégrée de (13) est la solution de l'équation intégrale dans Xθ :
ζ(t) = eCtζ(0) +

∫ t

0

eC(t−s)G(ζ(s))ds. (12)Démonstration. On voit failement que 〈θ, Cζ〉 = 0, 〈θ,Gζ〉 = 0 si ζ ∈ Xθ, don
C et G laissent Xθ invariant. Considérons l'équation

(λ− C)z = (λ+ λ∗)z −Bz + 〈θ,Bz〉w∗ = f ∈ Xθ,pour λ ∈ ρ(C) où ρ(C) est l'ensemble résolvant de C. Alors (λ+λ∗)〈θ, z〉 = 0, equi montre que z ∈ Xθ pare que ℜ(λ+λ∗) > 0. Don on a (λ−C)−1Xθ ⊂ Xθ.Ave l'approximation de Yosida pour etC , on sait que etCXθ ⊂ Xθ.Si pour tout ǫ > 0, il existe δ > 0 tel que ‖ζ(t)‖X < ǫ pour tout t >
0 lorsque ‖ζ(0)‖X < δ, alors on dit que w∗ est stable. Si w∗ est stable et
limt→∞ ‖ζ(t)‖X = 0 quand ‖ζ(0)‖X < δ′ pour un δ′ > 0, alors on dit que w∗ estasymptotiquement stable. On dit que w∗ est instable s'il n'est pas stable. Unesolution exponentielle du système de départ est dite stable (au sens de Hadeler[7℄) si l'équilibre orrespondant du système normalisé est loalement stable. Ondit qu'elle est instable si l'équilibre orrespondant du système normalisé estinstable.Pour tout opérateur linéaire T , on note ρ(T ) l'ensemble résolvant de T et
Pσ(T ) le spetre pontuel de T . Soit Cθ la restrition de C à Xθ, 'est-à-dire
Cθ = C sur D(Cθ) = {φ ∈ D(C) ∩Xθ : Cφ ∈ Xθ}. Alors Cθ est le générateurin�nitésimal d'un semi-groupe fortement ontinu etCθ sur Xθ.Lemme 4.2. Soit λ∗ une valeur propre de B assoiée à w∗ ave une multipliitéalgébrique égale à un. Alors Pσ(C) \ {−λ∗} = Pσ(Cθ).13



Démonstration. Ave ette hypothèse, −λ∗ est une valeur propre de C assoiéeà w∗, ave une multipliité algébrique égale à un. Supposons que Cx = λx et
λ 6= −λ∗. Alors 〈θ, Cx〉 = −λ∗〈θ, x〉 = λ〈θ, x〉. Ainsi on a (λ+ λ∗)〈θ, x〉 = 0, equi montre 〈θ, x〉 = 0 pare que λ + λ∗ 6= 0. Ainsi Pσ(C) \ {−λ∗} ⊂ Pσ(Cθ).D'un autre �té, on a Pσ(Cθ) ⊂ Pσ(C) et −λ∗ n'est pas une valeur propre de
Cθ pare que l'espae propre assoié est de dimension un, engendré par w∗ et
w∗ /∈ Xθ.Soit T un opérateur linéaire fermé dans l'espae de Banah omplexe X .Le spetre essentiel de T , noté Eσ(T ), est l'ensemble des λ ∈ σ(T ) tels queau moins l'une des onditions suivantes soit satisfaite : (i) Im(λ − T ) n'estpas fermé ; (ii) λ est dans l'adhérene de σ(T ) ; (iii) Nλ(T ) est de dimensionin�nie, où Nλ(T ) est l'espae propre généralisé de T par rapport à λ, 'est-à-dire le plus petit sous-espae fermé de X qui ontient ∪∞

k=1Ker((λ − T )k). Soit
ω0(A) la borne de roissane d'un semi-groupe fortement ontinu eAt, dé�niepar ω0(A) := limt→∞ t−1 log(‖eAt‖). On peut montrer ([24℄, proposition 4.13)que

ω0(A) = max

{

ω1(A), sup
λ∈σ(A)\Eσ(A)

ℜλ

}

,où Eσ(A) est le spetre essentiel de A. La borne de roissane essentielle est
ω1(A) := limt→∞ t−1 log(α[eAt]), où α[T ] est la mesure de non-ompaité d'unopérateur linéaire borné T . Si λ ∈ σ(A)\Eσ(A), alors λ est un p�le de (λ−A)−1et λ est dans le spetre pontuel Pσ(A) ([25℄, proposition 2.1).L'équation linéarisée de (12) est ζ′ = Cζ. On peut don utiliser la proposition4.13 de [24℄ pour obtenir la onlusion suivante :Proposition 3. Si ω0(Cθ) < 0, alors w∗ est asymptotiquement stable. S'il existe
λ† ∈ σ(Cθ) tel que ℜλ† > 0 et

max

{

ω1(Cθ), sup
λ∈σ(Cθ)\(Eσ(Cθ)∪{λ†})

ℜλ

}

< ℜλ†,alors w∗ est instable.Pour le système dynamique homogène (6), en utilisant le onept of rois-sane exponentielle asynhrone de Webb [5, 25, 26℄, on peut donner une ondi-tion simple de stabilité.Dé�nition 4.3. Soit T (t), t ≥ 0, un semi-groupe fortement ontinu d'opérateurslinéaires bornés dans l'espae de Banah X. Alors T (t), t ≥ 0, a une roissaneexponentielle asynhrone ave le taux de roissane intrinsèque λ ∈ R s'il existeun opérateur P de rang un dans X tel que limt→∞ e−λtT (t) = P , où la limiteest dans la topologie de la norme d'opérateurs.En appliquant le résultat de [26℄, on obtient14



Proposition 4. Supposons que l'opérateur linéarisé B = A+F ′[w∗] soit le gé-nérateur in�nitésimal d'un semi-groupe fortement ontinu d'opérateurs linéairesbornés, T (t), t ≥ 0, et qu'il y ait une roissane exponentielle asynhrone telleque limt→∞ e−λ∗tT (t) = P , où P est un opérateur de rang un dans X. Alors ilexiste δ > 0 tel que, si x ∈ Uδ := {x ∈ X+\{0} : ‖(I − P )x‖X/‖Px‖X < δ},alors Qx := limt→∞ e−λ∗tp(t) existe, où Qx ∈ Im(P ) et Qx 6= 0.Ave le résultat i-dessus, on obtient une ondition su�sante pour la stabilitédes solutions exponentielles :Proposition 5. Un équilibre w∗ ∈ Γ est asymptotiquement stable au sens deHadeler si B = A + F ′[w∗] a une roissane exponentielle asynhrone ave untaux de roissane intrinsèque λ∗.Démonstration. Supposons que B = A+F ′[w∗] soit le générateur d'un C0-semi-groupe T (t), t ≥ 0, et qu'il existe un opérateur de rang un P dans X tel que
limt→∞ e−λ∗tT (t) = P . Alors P est une projetion sur l'espae propre engendrépar w∗ et T (t)P = PT (t) = eλ

∗tP . D'après la proposition 4, il existe δ > 0tel que si x ∈ U := {x ∈ X+\{0} : ‖(I − P )x‖X/‖Px‖X < δ} alors la limite
Qx := limt→∞ e−λ∗tp(t) existe ave p(0) = x, Qx ∈ Im(P ) et Qx 6= 0. Soit Kla norme d'opérateur de la fontionnelle θ ave |〈θ, φ〉| ≤ K‖φ‖X pour φ ∈ X .Supposons que ‖w(0) − w∗‖X < ǫ < 1/(2K) pour w(0) ∈ Γ. Observons que
‖P (w(0)−w∗)‖X ≤ ‖w(0)−w∗‖X < ǫ, ‖(I−P )w(0)‖X ≤ ǫ+‖P (w(0)−w∗)‖X <
2ǫ et ‖Pw(0)‖X ≥ ‖w(0)‖X − ‖(I − P )w(0)‖X > K−1 − 2ǫ > 0, pare que
Pw∗ = w∗ et K‖w(0)‖X ≥ |〈θ, w(0)〉| = 1. Alors w(0) ∈ Uδ si l'on hoisit
δ = 2ǫK

1−2ǫK . Considérons le système original (6) ave la ondition initiale p(0) =
w(0). D'après notre hypothèse, Qw(0) := limt→∞ e−λ∗tp(t) existe, Qw(0) ∈
Im(P ) \ {0} et Im(P ) est engendrée par w∗. Ainsi

lim
t→∞

w(t) = lim
t→∞

p(t)

〈θ, p(t)〉
=

Qw(0)

〈θ,Qw(0)〉
= w∗,e qui implique que w∗ est asymptotiquement stable dans le système normalisé.On peut étendre l'idée de roissane exponentielle asynhrone aux semi-groupes non linéaires [5℄. Inversement, si l'on suppose l'existene d'un équilibreexponentiellement asymptotiquement stable dans le système normalisé, alors

p(t) a loalement une roissane exponentielle asynhrone :Proposition 6. Soit z(0) une ondition initiale non triviale. Si un équilibre
w∗ ∈ Γ est exponentiellement asymptotiquement stable dans le système norma-lisé, alors il existe C > 0 tel que limt→∞ e−λ∗tp(t) = Cw∗ si le pro�l par âge de
p(0) est su�samment prohe de w∗.Démonstration. Supposons qu'il existeM > 0 et ǫ > 0 tels que ‖w(t)−w∗‖X ≤
Me−ǫt‖w(0) − w∗‖X si ‖w(0) − w∗‖X < δ. Supposons ‖w(0) − w∗‖X < δ etposons

F (t) := −λ∗t+

∫ t

0

H(w(s))ds =

∫ t

0

H(w(s) − w∗)ds.15



Alors on a
|F (u)− F (v)| ≤

∣

∣

∣

∣

∫ v

u

|H(w(s) − w∗)|ds

∣

∣

∣

∣

≤ sup
j,a

|mj(a)− µ(a)|
M

ǫ
|e−ǫu − e−ǫv|‖w(0)− w∗‖X ,e qui montre que limt→∞ F (t) = F (∞) existe. Par onséquent,

lim
t→∞

e−λ∗tp(t) = lim
t→∞

w(t) exp

(∫ t

0

H(w(s) − w∗)ds

)

〈θ, p(0)〉

= w∗eF (∞)〈θ, z(0)〉.Cei montre que p(t) a une roissane exponentielle asynhrone ave un tauxintrinsèque de roissane λ∗.5 Existene de solutions exponentiellesLe système (2) a deux solutions exponentielles triviales qui orrespondent àdes équilibres sur le bord du système normalisé. Si p2 = 0, alors il existe unesolution exponentielle triviale telle que
p∗1(t, a) = eλ1tw1(a), w1(a) := (c1(a), 0),où

c1(a) :=
e−λ1aℓ(a)

∫∞

0 e−λ1xℓ(x)dxest le pro�l par âge stable de la population suseptible (ave une féonditéélevée). D'un autre �té, si p1 = 0, alors il existe une autre solution exponentielletriviale telle que
p∗2(t, a) = eλ2tw2(a), w2(a) := (0, c2(a)),où

c2(a) :=
e−λ2aℓ(a)

∫∞

0 e−λ2xℓ(x)dxest le pro�l par âge stable de la population infetée (ave une féondité basse).5.1 Rédution à un problème de point �xeNotre problème fondamental est maintenant de déterminer si un équilibrepositif (u∗, v∗) > 0 existe pour le système normalisé.
16



Soit w∗ = (u∗, v∗) ∈ Γ un équilibre positif. Il résulte de (10) que
du∗(a)

da
= −H∗u∗(a)− (µ(a) + π∗(a))u∗(a),

dv∗(a)

da
= −H∗v∗(a)− µ(a)v∗(a) + π∗(a)u∗(a),

u∗(0) =

∫ ∞

0

m1(a)u
∗(a)da,

v∗(0) =

∫ ∞

0

m2(a)v
∗(a)da,où

π∗(a) :=

∫ ∞

0

β(a, σ)v∗(σ)dσ, H∗ = H(w∗).Ainsi on a
u∗(a) = u∗(0)ℓ(a)e−H∗a−

∫
a

0
π∗(z)dz,

v∗(a) = v∗(0)ℓ(a)e−H∗a + e−H∗aℓ(a)(1 − e−
∫

a

0
π∗(z)dz)u∗(0). (13)Notons que

d

da
(u∗(a) + v∗(a)) = −(µ(a) +H∗)(u∗(a) + v∗(a)),d'où il résulte que
u∗(a) + v∗(a) = (u∗(0) + v∗(0))ℓ(a)e−H∗a.Ave la ondition |w∗|1 = 1, on a

(u∗(0) + v∗(0))

∫ ∞

0

ℓ(a)e−H∗ada = 1. (14)Comme u∗(0) = ∫∞

0 m1(a)u
∗(a)da, il résulte de la ondition au bord pour

u∗ que
1 =

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−H∗a−

∫
a

0
π∗(σ)dσda. (15)Puisque (15) a une unique raine réelle H∗ pour haque π∗, on peut dé�nir unefontion ontinue Ψ : L1 → R telle que H∗ = Ψ(π∗) véri�e (15). Autrement dit,pour tout φ ∈ L1

+(R+), on a
1 =

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)a−

∫
a

0
φ(σ)dσda,d'où Ψ(φ) ≤ λ1 et Ψ(0) = λ1. 17



En multipliant par m2 des deux �tés de l'équation pour v∗ dans (13) et enintégrant de 0 à ∞, on obtient
v∗(0)

(

1−

∫ ∞

0

m2(a)ℓ(a)e
−H∗ada

)

= u∗(0)

∫ ∞

0

m2(a)ℓ(a)e
−H∗a(1 − e−

∫
a

0
π∗(ζ)dζ)da.Ave (14), on obtient

u∗(0) =
1

∫∞

0
ℓ(a)e−Ψ(π∗)ada

1−
∫∞

0
m2(a)ℓ(a)e

−Ψ(π∗)ada

1−
∫∞

0
m2(a)ℓ(a)e

−Ψ(π∗)a−
∫

a

0
π∗(z)dzda

,

v∗(0) =
1

∫∞

0
ℓ(a)e−Ψ(π∗)ada

∫∞

0 m2(a)ℓ(a)e
−Ψ(π∗)a(1 − e−

∫
a

0
π∗(z)dz)da

1−
∫∞

0
m2(a)ℓ(a)e

−Ψ(π∗)a−
∫

a

0
π∗(z)dzda

.En utilisant (13) et la dé�nition de π∗, on obtient une équation de point �xepour la fore d'infetion inonnue π∗ :
π∗(a) = G(π∗)(a),où G est un opérateur non linéaire de L1(R+) dans lui-même dé�ni par

G(φ)(a) :=

∫ ∞

0

β(a, σ)b0(φ)ℓ(σ)e
−Ψ(φ)σ

[

g2(φ) + (1− e−
∫

σ

0
φ(z)dz)g1(φ)

]

dσ.Les fontions gj (j = 1, 2) de L1
+(R+) dans R sont dé�nies par

g1(φ) :=
1−

∫∞

0
m2(a)ℓ(a)e

−Ψ(φ)ada

1−
∫∞

0 m2(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)a−

∫
a

0
φ(z)dzda

,

g2(φ) :=

∫∞

0
m2(a)ℓ(a)e

−Ψ(φ)a(1− e−
∫

a

0
φ(z)dz)da

1−
∫∞

0 m2(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)a−

∫
a

0
φ(z)dzda

,ave φ ∈ L1
+ et

b0(φ) :=
1

∫∞

0 ℓ(a)e−Ψ(φ)ada
.Notons que g1(φ) + g2(φ) = 1.Lemme 5.1. L'opérateur G est positif et dé�ni pour tout φ ∈ L1

+(R+). De plus,on a G(U) ⊂ M0, où U := {φ ∈ L1
+(R) : Ψ(φ) ≥ λ2} et M0 := {φ ∈ L1

+(R) :
|φ|∞ ≤ |β|∞, |φ|1 ≤ κ|β1|1|β2|∞}.Démonstration. Observons que, pour φ ∈ L1

+,
1−

∫ ∞

0

m2(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)a−

∫
a

0
φ(z)dzda

> 1−

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)a−

∫
a

0
φ(z)dzda = 0,18



e qui montre que le dénominateur de gj est positif. De plus, pour φ ∈ L1
+(R+),on a

g2(φ) + (1− e−
∫

σ

0
φ(z)dz)g1(φ) = 1− g1(φ)e

−
∫

σ

0
φ(z)dz.D'un autre �té, on a g1(φ) = 1 − g2(φ) ≤ 1 pare que g2(φ) ≥ 0. Ainsi 1 −

g1(φ)e
−

∫
σ

0
φ(z)dz ≥ 0, et l'on peut onlure que G(φ) ≥ 0. De plus, si φ ∈ D(G),on a

1−

∫ ∞

0

m2(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)ada ≥ 1−

∫ ∞

0

m2(a)ℓ(a)e
−λ2ada = 0.Ainsi g1(φ) ≥ 0 et

g2(φ) + (1− e−
∫

σ

0
φ(z)dz)g1(φ) ≤ 1,e qui implique que G(φ) ∈M0.Soit G′[0] la dérivée de Fréhet à l'origine. Alors, pour φ ∈ L1

+,
(G′[0]φ)(a) = b0(0)

∫ ∞

0

β(a, σ)ℓ(σ)e−λ1σdσ

∫∞

0 m2(a)ℓ(a)e
−λ1a

∫ a

0 φ(z)dzda

1−
∫∞

0 m2(a)ℓ(a)e−λ1ada

+ b0(0)

∫ ∞

0

β(a, σ)ℓ(σ)e−λ1σ

∫ σ

0

φ(z)dzdσ,où
b0(0) =

1
∫∞

0 ℓ(a)e−λ1ada
.Pour montrer l'existene d'un équilibre positif, on utilise une tehnique depoint �xe semblable à elle de Krasnoselskii ([16℄, théorème 4.11).Proposition 7. Supposons que λ1 − λ2 > |β|∞ := sup(a,σ)∈R+×R+

|β(a, σ)| et
r(G′[0]) > 1. Soit

Mǫ := {φ ∈ L1
+ : |φ|1 ≤ (1 + ǫ)C, |φ|∞ ≤ (1 + ǫ)|β|∞},où C := κ|β1|1|β2|∞ et ǫ > 0 est hoisi de sorte que λ1−λ2 > (1+ǫ)|β|∞. Alors

G a au moins un point �xe positif φ∗ dans M0 tel que gj(φ∗) > 0 pour j = 1, 2.Démonstration. Si φ ∈Mǫ, alors Ψ(φ) ≥ λ1 − (1 + ǫ)|β|∞ > λ2, pare que
∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)a−(1+ǫ)|β|∞a ≤

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−Ψ(φ)a−

∫
a

0
φ(z)dzda

= 1 =

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−λ1ada.Don Mǫ ⊂ U . Il résulte du lemme 4.1 que G(Mǫ) ⊂ G(U) ⊂ M0 ⊂ Mǫ.Dé�nissons l'opérateur Ψη dans L1

+ ave un paramètre η ∈ [0, ǫ] par
Gη(x) =

{

G(x), si |x|1 ≥ η,

G(x) + (η − |x|1)v0, si |x|1 ≤ η,19



où v0 est le veteur propre positif de G′[0] orrespondant à la valeur propre
λ0 > 1 et pour lequel v0 ∈M0. Alors Gη est aussi positif, omplètement ontinudans L1 et dé�ni sur Mǫ, ave Gη(Mη) ⊂ Mη. Puisque Mη est borné, onvexeet fermé dans L1, il résulte du théorème de Shauder que Gη a un point �xe
xη ∈Mη. La norme L1 de xη est plus grande que η si η est assez petit. Si haqueopérateur Gη a un point �xe dont la norme L1 n'exède pas η, alors on peutonstruire une suite xn ∈ L1

+ telle que 0 < |xn|1 ≤ ηn, où ǫ > η1 > η2 > · · · >
ηn → 0 quand n→ ∞ et G(xn)+(ηn−|xn|1)v0 = xn. Comme G′[0] est ompat,on peut supposer sans perte de généralité que G′[0](xn/|xn|1) onverge vers unélément z ∈ X+. Observons que

(

ηn
|xn|1

− 1

)

v0 =
xn

|xn|1
−
G(xn)− Txn

|xn|1
−G′[0]

xn
|xn|1

,e qui implique que
|v0|1 lim sup

n→∞

(

ηn
|xn|1

− 1

)

≤ 1 + |z|1.Par onséquent, on peut supposer sans perte de généralité que ηn/|xn|1 − 1onverge vers un nombre γ ≥ 0. La suite xn/|xn|1 onverge alors vers un veteur
u0 ∈ X+ tel que |u0|1 = 1 et u0 = G′[0]u0 + γv0. Ainsi γ > 0, pare que G′[0]n'a pas de veteur propre dans X+ ave une valeur propre égale à l'unité. Soit
k0 := supΛ où Λ := {k ∈ R+ : u0 ≥ kv0}. Alors k0 > 0 pare que γ ∈ Λ.D'un autre �té, u0 ≥ G′[0](k0v0) + γv0 = (k0λ0 + γ)v0, e qui ontredit ladé�nition de k0 pare que k0λ0 + γ > k0. Ainsi il existe η > 0 tel que |xη|1 ≥ η.Dans e as, xη = G(xη) ∈ M0, don xη est un point �xe positif de G dans
M0. Notons que le point �xe obtenu i-dessus n'est pas le point �xe sur le bordorrespondant à u∗ = 0, puisque G1(φ) > 0 pour φ ∈Mǫ.Comme on le montre dans la setion 6, le rayon spetral de G′[0] est égalà elui de l'opérateur de prohaine génération pour la population ave une fé-ondité basse dans le système normalisé, don l'hypothèse de la proposition 7n'est pas véri�ée si tous les paramètres sont indépendants de l'âge. Comme onle verra plus loin, on peut ependant onstruire des exemples numériques telsque l'hypothèse de 7 soit véri�ée et tels qu'il existe des solutions exponentiellesoexistantes.Une fois que π∗ est donné omme point �xe de G ave gj(π∗) > 0, la solutionstationnaire positive orrespondante est donnée par

u∗(a) = g1(π
∗)ℓ(a)e−Ψ(π∗)a−

∫
a

0
π∗(z)dz,

v∗(a) = ℓ(a)e−Ψ(π∗)a[g2(π
∗) + g1(π

∗)(1 − e−
∫

a

0
π∗(z)dz)].

(16)Proposition 8. Soit w∗ = (u∗, v∗) > 0 un équilibre positif. Alors λ2 < H∗ =
H(w∗) < λ1. 20



Démonstration. Soit w∗ = (u∗, v∗) > 0 un équilibre positif. Comme m1(a) >
m2(a), on observe que
∫ ∞

0

(m2(a)−µ(a))(u
∗(a)+v∗(a))da < H(w∗) <

∫ ∞

0

(m1(a)−µ(a))(u
∗(a)+v∗(a))da,e qui montre que

∫∞

0
(m2(a)− µ(a))ℓ(a)e−H∗ada

∫∞

0
ℓ(a)e−H∗ada

< H∗ <

∫∞

0
(m1(a)− µ(a))ℓ(a)e−H∗ada

∫∞

0
ℓ(a)e−H∗ada

.Observons de plus que
∫ ∞

0

µ(a)ℓ(a)e−H∗ada = 1−H∗

∫ ∞

0

ℓ(a)e−H∗ada.Don J2(H∗) < H∗ < J1(H
∗) où

Jk(x) := x+

∫∞

0
mk(a)ℓ(a)e

−xada− 1
∫∞

0
ℓ(a)e−xada

,et λk = Jk(λk). SiH∗ ≥ λ1, alors J1(H∗) ≤ H∗, e qui ontredit l'observation i-dessus. Ainsi H∗ < λ1. On peut montrer que λ2 < H∗ d'une manière analogue.6 Stabilité des solutions exponentiellesConsidérons maintenant la stabilité des solutions exponentielles pour le mo-dèle de transition démographique (2). D'après la proposition 5, il su�t de véri�erla roissane exponentielle asynhrone pour le système linéarisé près de la so-lution exponentielle pour déterminer la stabilité au sens de Hadeler, Iannelli etMartheva des solutions exponentielles.
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6.1 Équation variationnelleSoit ζ(t, a) = p(t, a)− eλ
∗tw∗(a) la perturbation de la solution exponentielle

eλ
∗tw∗(a). Alors l'équation linéarisée est

∂ζ1(t, a)

∂t
+
ζ1(t, a)

∂a
= −µ(a)ζ1(t, a)

−
1

‖w∗‖X

∫ ∞

0

β(a, σ)[ζ2(t, σ)w
∗
1(a) + w∗

2(σ)ζ1(t, a)]dσ

−
1

‖w∗‖2X

∫ ∞

0

(ζ1(t, a) + ζ2(t, a))da

∫ ∞

0

β(a, σ)w∗
2(σ)dσw

∗
1(a),

∂ζ2(t, a)

∂t
+
ζ2(t, a)

∂a
= −µ(a)ζ2(t, a)

+
1

‖w∗‖X

∫ ∞

0

β(a, σ)[ζ2(t, σ)w
∗
1(a) + w∗

2(σ)ζ1(t, a)]dσ

+
1

‖w∗‖2X

∫ ∞

0

(ζ1(t, a) + ζ2(t, a))da

∫ ∞

0

β(a, σ)w∗
2(σ)dσw

∗
1(a),

ζ1(t, 0) =

∫ ∞

0

m1(a)ζ1(t, a)da,

ζ2(t, 0) =

∫ ∞

0

m2(a)ζ2(t, a)da. (17)Elle peut s'érire omme un problème de Cauhy semi-linéaire
dζ(t)

dt
= (A+ F ′[w∗])ζ(t), (18)où F ′[w∗] = C +D + E et

(Cφ)(a) :=

(

−〈β(a, ·), φ2〉w∗
1(a)/‖w

∗‖X
〈β(a, ·), φ2〉w

∗
1(a)/‖w

∗‖X

)

,

(Dφ)(a) :=

(

−〈β(a, ·), w∗
2/‖w

∗‖X〉φ1(a)
〈β(a, ·), w∗

2/‖w
∗‖X〉φ1(a)

)

,

(Eφ)(a) :=

(

−‖w∗‖−2
X

∫∞

0
(φ1(a) + φ2(a))da〈β(a, ·), w∗

2〉w
∗
1(a)

‖w∗‖−2
X

∫∞

0 (φ1(a) + φ2(a))da〈β(a, ·), w∗
2〉w

∗
1(a)

)

.Pour simpli�er, on remplae w∗
j (a)/‖w

∗‖ parw∗
j (a) et on suppose que ‖w∗‖ =

1, ar les multipliateurs salaires n'ont pas d'importane pour notre analyse.Puisque A est l'opérateur de population bien onnu qui engendre un semi-groupede population et F ′[w∗] est un opérateur linéaire borné, il résulte de la théoriestandard des perturbations que B := A+ F ′[w∗] est le générateur in�nitésimald'un semi-groupe fortement ontinu d'opérateurs linéaires bornés T (t), t ≥ 0,dans X .Lemme 6.1. Le générateur B := A+F ′[w∗] engendre un semi-groupe fortementontinu, et C et E sont des perturbations ompates.22



Démonstration. On voit failement que A + D est l'opérateur de populationpour une population stable à plusieurs états, don il engendre un semi-groupepositif fortement ontinu ([11, 14℄). Comme C+E est une perturbation linéairebornée, B = A+ F ′[w∗] est le générateur d'un semi-groupe fortement ontinu.D'un autre �té, il résulte de l'hypothèse 1 et du ritère de Fréhet-Kolmogorovpour la ompaité dans L1 que l'opérateur intégral P dé�ni par
(Pφ)(a) := w∗

1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)φ(σ)dσ, φ ∈ L1(R+),est ompat dans L1. Pour montrer ela, soit M ⊂ L1
+ un sous-ensemble borné.Observons que

∫ ∞

0

|(Pφ)(a + h)− (Pφ)(a)|da ≤ J1 + J2,où
J1 =

∫ ∞

0

|w∗(a+ h)− w∗(a)|

∫ ∞

0

|β(a, σ)||φ(σ)|dσda,

J2 =

∫ ∞

0

|w∗(a)|

∫ ∞

0

|β(a+ h, σ)− β(a, σ)||φ(σ)|dσda.Alors
J1 ≤ |β|∞|φ|1

∫ ∞

0

|w∗(a+ h)− w∗(a)|da,

J2 ≤ |w∗|∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0

|β(a+ h, σ)− β(a, σ)|da|φ(σ)|dσ,e qui montre que limh→0(J1+J2) = 0 uniformément pour φ ∈M si l'on adoptela onvention que w∗ = 0 et β(·, σ) = 0 pour a < 0. On voit failement quel'image de M par P est un ensemble borné et que limh→∞

∫∞

h
|(Pφ)(a)|da → 0uniformément pour φ ∈ P (M). D'après le ritère pour la ompaité dans L1,on sait que P est un opérateur ompat, don C aussi. Ave un raisonnementanalogue, on peut montrer que E est aussi un opérateur ompat.Lemme 6.2. Soit ω1(B) la borne de roissane α du semi-groupe etB. Alors

ω1(B) = ω1(A+D) ≤ −µ.Démonstration. Il résulte de la proposition 4.14 dans [24℄ que ω1(B) = ω1(A+
D). La déomposition e(A+D)t =: S(t) = U(t) +W (t) du semi-groupe e(A+D)t,où
(U(t)φ)(a) =

{

0 a ∈ (0, t)

(S(t)φ)(a) a ∈ (t,∞)
, W (t)φ)(a) =

{

(S(t)φ)(a) a ∈ (0, t)

0 a ∈ (t,∞)
,est bien onnue (voir par exemple la dé�nition 3.8 de [24℄). On sait aussi que

W (t) est un opérateur ompat, don α[W (t)] = 0 (proposition 3.17 dans [24℄).D'un autre �té, on peut montrer que ‖U(t)φ‖X ≤ e−µt‖φ‖X , pare que
∫ ∞

0

‖(U(t)φ)(a)‖Xda ≤

∫ ∞

t

‖L(a, a− t)‖‖φ(a− t)‖Xda,23



où L(a, s), a ≥ s est la matrie de survie engendrée par la matrie d'intensitéde transition
Q(a) :=

(

−µ(a)− 〈β(a, ·), w∗
2〉 0

〈β(a, ·), w∗
2〉 −µ(a)

)

.Ainsi on obtient ‖L(a, s)‖ ≤ e−µ(a−s) (Lemme 1.1 dans [11℄). Puis α[U(t)] ≤

‖U(t)‖ ≤ e−µt, d'où ω1(A +D) = limt→∞
logα[S(t)]

t
≤ −µ pare que α[S(t)] ≤

α[U(t)] + α[W (t)] (théorème 4.6 dans [24℄).Considérons de nouveau l'équation résolvante (λ − B)−1f = φ, où φ =
(φ1, φ2) ∈ D(B), w∗ = (w∗

1 , w
∗
2) et f = (f1, f2) ∈ X . Alors

φ′1(a) + (λ+ µ(a))φ1(a) + 〈β(a, ·), φ2〉w
∗
1(a)

+ 〈β(a, ·), w∗
2〉φ1(a) + η(φ)〈β(a, ·), w∗

2 〉w
∗
1(a) = f1(a),

φ′2(a) + (λ+ µ(a))φ2(a)− 〈β(a, ·), φ2〉w
∗
1(a)

− 〈β(a, ·), w∗
2〉φ1(a)− η(φ)〈β(a, ·), w∗

2 〉w
∗
1(a) = f2(a),où η est dé�ni par

η(φ) :=

∫ ∞

0

(φ1(a) + φ2(a))da.En utilisant la formule de variation de la onstante pour (27), on a
φ1(a) =〈m1, φ1〉ℓ(a)e

−λa +

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)[f1(σ)− (F3φ2)(σ)w

∗
1(σ)

− (F3w
∗
2)(σ)φ1(σ) − η(φ)(F3w

∗
2)(σ)w

∗
1(σ)]dσ,

φ2(a) =〈m2, φ2〉ℓ(a)e
−λa +

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)[f2(σ) + (F3φ2)(σ)w

∗
1(σ)

+ (F3w
∗
2)(σ)φ1(σ) + η(φ)(F3w

∗
2)(σ)w

∗
1(σ)]dσ, (19)où F3 est un opérateur dans L1 dé�ni par

(F3φ)(a) := 〈β(a, ·), φ〉 =

∫ ∞

0

β(a, σ)φ(σ)dσ.De plus, on dé�nit des opérateurs linéaires positifs ave un paramètre λ ∈ C par
(Fk(λ)φ)(a) := 〈mk, φ〉ℓ(a)e

−λa, (k = 1, 2),

(F4(λ)φ)(a) :=

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)φ(σ)dσ.Lemme 6.3. Soit Λ := {z ∈ C : ℜλ > −µ}. Si λ ∈ Λ, alors Fk(λ) est unopérateur positif de rang un de L1

+(R+) dans lui-même. De plus, F3 est unopérateur positif ompat dans L1(R+).
24



Démonstration. La première a�rmation est laire puisque ℓ(a)e−λa est inté-grable sur R+ si λ ∈ Λ. Soit M := {φ ∈ L1(R+) : |φ|1 ≤ 1}. Pour λ ∈ C, ilrésulte de l'hypothèse 1 que
∫ ∞

0

|(F3φ)(a + h)− (F3φ)(a)|da

≤

∫ ∞

0

dσ

∫ ∞

0

|β(a+ h, σ)− β(a, σ)|da|φ(σ)| → 0 (h → 0)uniformément pour φ ∈M . De plus, F3(M) est un ensemble borné et
lim
h→∞

∫ ∞

h

|(F3φ)(a)|da = 0,uniformément pour φ ∈ M . Il résulte du ritère de ompaité dans L1 que F3est un opérateur ompat.L'équation (19) s'érit :
φ1 = F1(λ)φ1 + F4(λ)[f1 − w∗

1F3φ2 − φ1F3w
∗
2 − η(φ)w∗

1F3w
∗
2 ],

φ2 = F2(λ)φ2 + F4(λ)[f2 + w∗
1F3φ2 + φ1F3w

∗
2 + η(φ)w∗

1F3w
∗
2 ].

(20)Don
φ = V (λ)φ + J(λ)f, (21)où J(λ)φ := (F4(λ)φ1, F4(λ)φ2)

T et V (λ) est un opérateur ompat de X :=
L1(R+)× L1(R+) dans lui-même dé�ni par

V (λ)φ :=

(

F1(λ)φ1 − F4(λ)[w
∗
1F3φ2 + φ1F3w

∗
2 + η(φ)w∗

1F3w
∗
2 ]

F2(λ)φ2 + F4(λ)[w
∗
1F3φ2 + φ1F3w

∗
2 + η(φ)w∗

1F3w
∗
2 ]

)

.Puisque I − V (λ) est inversible lorsque la partie réelle de λ est grande, etpuisque V (λ) est une famille analytique d'opérateurs ompats dans Λ, (I −
V (λ))−1 est méromorphe dans Λ [20℄ et

φ = (λ−B)−1f = (I − V (λ))−1J(λ)f, (22)pour λ ave une grande partie réelle. On a don le lemme suivant :Lemme 6.4. Pour le générateur linéarisé B, supposons que Λ ∩ σ(B) 6= ∅.Alors
σ(B) ∩ Λ = Pσ(B) ∩ Λ = Σ := {λ ∈ Λ : 1 ∈ Pσ(V (λ))},

ω0(B) = s(B) = sup{ℜλ : λ ∈ Λ ∩ Pσ(B)},où s(B) := sup{ℜλ : λ ∈ σ(B)} est la borne spetrale de B.
25



Démonstration. Puisque supλ∈Eσ(B) ℜλ ≤ ω1(B) ≤ −µ, Λ ne ontient pas despetre essentiel. D'après le lemme 6.2 et le théorème de Browder ([24℄, propo-sition 4.11), si λ ∈ σ(B) ∩ Λ, alors λ ∈ Pσ(B) et λ est un p�le de la résolvante
(λ − B)−1. Cei prouve la première partie. D'après le résultat de Webb ([24℄,propostion 4.13), ω0(B) = max{ω1(B), supσ(B)\Eσ(B) ℜλ}, et la deuxième partieen résulte.La valeur propre λ∗ est dite simple si 'est une valeur propre isolée et si ladimension du sous-espae propre algébrique est égale à l'unité. Le sous-espaepropre algébrique est l'image de l'opérateur de projetion

P :=
1

2πi

∫

Γ

(ζ −B)−1dζ,où Γ est un petit erle orienté dans le sens positif dans ρ(B) qui entoure λ∗mais exlut le reste du spetre de B [1, 15, 28℄. La valeur propre réelle λ∗ estappelée valeur propre dominante si λ∗ > ℜz pour tout z ∈ σ(B) \ {λ∗} [4℄.Proposition 9. Si λ∗ > −µ est la valeur propre dominante simple de B, alors
w∗ est loalement stable dans le système normalisé.Démonstration. D'après la proposition 5, il su�t de montrer que le semi-groupelinéarisé etB a une roissane exponentielle asynhrone ave le taux de roissaneintrinsèque λ∗. Pour voir ela, il su�t de véri�er trois onditions [5℄ : (i) ω1(B) <
λ∗, (ii) λ∗ > ℜz pour tout z ∈ σ(B) \ {λ∗}, (iii) λ∗ est une valeur propresimple. Comme F ′[w1] est une perturbation ompate, il en résulte que ω1(B) =
ω1(A) ≤ −µ. Cei montre (i). Puisque λ∗ > −µ est la valeur propre dominantesimple de B, les onditions (ii) et (iii) sont véri�ées.6.2 Stabilité de la solution exponentielle ave une féon-dité élevéeOn étudie maintenant le problème d'invasion par une population ave unefaible féondité d'une population stable ave une féondité élevée. Autrementdit, on étudie la stabilité de la solution exponentielle ave une distribution parâge w∗ = (c1, 0). Soit B1 l'opérateur linéarisé de B en w∗ = (c1, 0). Alors
D = E = 0 et (λ−B1)

−1 = (I − V (λ))−1J(λ), où
V (λ)φ =

(

F1(λ)φ1 − F4(λ)c1F3φ2
F2(λ)φ2 + F4(λ)c1F3φ2

)

.Soit Πj (j = 1, 2) l'ensemble de nombres omplexes dé�ni par
Πj :=

{

z ∈ C :

∫ ∞

0

mj(a)ℓ(a)e
−zada = 1

}

.On sait bien qu'il existe une unique raine réelle λj dans Πj et que ℜzj < λjpour tout zj ∈ Πj \ {λj}. 26



Pour tout λ ∈ Λ \Π2, on dé�nit l'opérateur K2(λ) par
(K2(λ)φ)(a) := c1(a)F3(I − F2(λ))

−1F4(λ)φ(a)

=
c1(a)

∫∞

0
β(a, σ)ℓ(σ)e−λσdσ

1−
∫∞

0
m2(a)ℓ(a)e−λada

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)φ(σ)dσda

+ c1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)

∫ σ

0

ℓ(σ)

ℓ(η)
e−λ(σ−η)φ(η)dηdσ,

(23)qui est positif si λ > λ2.Lemme 6.5. Pour tout λ > λ2, K2(λ) est un opérateur ompat sans support 3.Démonstration. La ompaité de K2(λ) résulte immédiatement de l'hypothèse1. Observons que (K2(λ)φ)(a) ≥ c1(a)β1(a)κ(φ), où
κ(φ) :=

∫ ∞

0

β2(σ)

∫ σ

0

ℓ(σ)

ℓ(η)
e−λ(σ−η)φ(η)dηdσ.Alors κ(φ) > 0 si φ ∈ L1

+(R+) \ {0}, pare que β2 est un point quasi-intérieurde L1
+. En appliquant plusieurs fois K2(λ) à (K2(λ)φ)(a) ≥ c1(a)β1(a)κ(φ), onobtient

(K2(λ)
nφ)(a) ≥ κ(φ)κ(c1β1)

n−1c1(a)β1(a).Pour tout h∗ ∈ (L1
+)

∗, prenons le rohet de dualité
〈h∗,Kn

2 (λ)φ〉 ≥ κ(φ)κ(c1β1)
n−1〈h∗, c1β1〉 > 0,pare que c1β1 est un point quasi-intérieur. Ainsi K2(λ) est sans support.Lemme 6.6. σ(B1)∩Λ = Pσ(B1)∩Λ = ΣH , où ΣH := (Π1∩Λ)∪{z ∈ Λ\Π2 :

1 ∈ Pσ(K2(z))}.Démonstration. D'après le lemme 6.5, on a σ(B1) ∩ Λ = Pσ(B1) ∩ Λ. D'aprèsles équations linéarisées (17), on voit failement que λ ∈ Π1 ∩ Λ est une valeurpropre triviale de B1 assoiée ave le veteur propre (e−λaℓ(a), 0), tandis que
λ ∈ Π2 ∩Λ n'est pas une valeur propre de B1. Il résulte de notre hypothèse que
Π1 ∩ Π2 = ∅. On alule ensuite la résolvante (λ − B1)

−1. Si λ ∈ Λ \ Π2, alors
(I − F2(λ))

−1 existe et
(I − F2(λ))

−1g(a) = g(a) +
ℓ(a)e−λa

1−
∫∞

0 m2(a)ℓ(a)e−λada

∫ ∞

0

m2(a)g(a)da.Ave la deuxième équation dans l'équation resolvante φ = (λ − B1)
−1f , onobtient

φ2 = (I − F2(λ))
−1(F4(λ)f2 + F4(λ)c1F3φ2).3. Pour les dé�nitions et les résultats pour les opérateurs sans support, le leteur peutonsulter [14℄. 27



Comme K2(λ) ave λ ∈ Λ est un opérateur ompat, (1 − K2(λ))
−1 existe si

1 /∈ Pσ(K2(λ)) et λ ∈ Λ \Π2. Don si λ /∈ Σ, alors on peut aluler c1F3φ2 :
c1F3φ2 = (I −K2(λ))

−1c1F3(I − F2(λ))
−1F4(λ)f2.On obtient

φ2 = (I − F2(λ))
−1(F4(λ)f2 + F4(λ)(I −K2(λ))

−1c1F3(I − F2(λ))
−1F4(λ)f2).(24)Une fois que φ2 est alulé à partir de (24), φ1 se alule pourvu que λ /∈ Π1ave

φ1 = (I − F1(λ))
−1(f1 − F4(λ)c1F3φ2.On sait ensuite que Λ\ΣH ⊂ ρ(B1), où ρ(B1) est l'ensemble résolvant pour B1,et don σ(B1) ∩ Λ ⊂ ΣH . Inversement, supposons que λ ∈ Σ. Alors il existe unveteur ψ ∈ X tel que K2(λ)ψ = ψ. Ainsi B1 a un veteur propre assoié à λdonné par (φ1, φ2), où

φ2(a) =
ℓ(a)e−λa

1−
∫∞

0
m2(a)ℓ(a)e−λada

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)ψ(σ)dσda

+

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)ψ(σ)dσ,

φ1(a) =−
ℓ(a)e−λa

1−
∫∞

0
m1(a)ℓ(a)e−λada

∫ ∞

0

m1(a)

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)ψ(σ)dσda

−

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
e−λ(a−σ)ψ(σ)dσ.Don ΣH ⊂ Pσ(B1) ∩ Λ, e qui termine la preuve.Lemme 6.7. Posons ΣH,2 := {z ∈ Λ \ Π2 : 1 ∈ Pσ(K2(z))}. Alors il existe

λd ∈ ΣH,2 ∩ R tel que ℜλ ≤ λd pour tout λ ∈ ΣH,2 \ {λd}.Démonstration. Soit λ ∈ Σ2. CommeK2(z), z ∈]λ2,∞[, est un opérateur positifet sans support, son rayon spetral r(K2(z)) est une fontion déroissante de
z ∈]λ2,∞[. Pour ℜλ > λ2, on a

〈Fλ, φ〉c1β1 ≤ K2(λ)φ ≤ κ〈Fλ, φ〉c1β1, φ ∈ L1
+(R+),où Fλ est une fontionnelle stritement positive donnée par

〈Fλ, φ〉 :=

∫∞

0 β2(σ)ℓ(σ)e
−λσdσ

1−
∫∞

0 m2(a)ℓ(a)e−λada

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(s)
e−λ(a−s)φ(s)dsda

+

∫ ∞

0

β2(σ)

∫ σ

0

ℓ(σ)

ℓ(s)
e−λ(σ−s)φ(s)dsdσ,et c1β1 est un point quasi-intérieur. Soit fλ le veteur propre adjoint de K2(λ)assoié ave le rayon spetral r(K2(λ)), qui est positif vue l'estimation i-dessus28



(voir [16℄, théorème 2.5). Alors il résulte de l'estimation i-dessus que
〈Fλ, c1β1〉〈fλ, c1β1〉 ≤ 〈fλ,K2(λ)c1β1〉

= r(K2(λ))〈fλ, c1β1〉 ≤ κ〈Fλ, c1β1〉〈fλ, c1β1〉,e qui montre que 〈Fλ, c1β1〉 ≤ r(K2(λ)) ≤ κ〈Fλ, c1β1〉. Ainsi on obtient
lim
λ↓λ2

r(K2(λ)) = +∞, lim
λ→∞

r(K2(λ)) = 0.Comme r(K2(λ)) est une fontion ontinue de λ ∈]λ2,∞[, il existe une uniqueraine λd ∈]λ2,∞[ telle que r(K2(λd)) = 1, λd ∈]λ2, λ1[ si r(K2(λ1)) < 1,
λd ∈]λ1,∞[ si r(K2(λ1)) > 1 pare que r(K2(λ)) est déroissante. De plus,pour tout z ∈ ΣH,2 \ {λd}, on montre que ℜz < λd. Si z ∈ ΣH,2 \ {λd}, il existe
φ assoié à z tel que |φ| = |K2(z)φ| ≤ K2(ℜz)|φ|. Soit fℜz le veteur propreadjoint de K2(ℜz) assoié ave le rayon spetral r(K2(ℜz)). Alors 〈fℜz, |φ|〉 ≤
〈fℜz,K2(ℜz)|φ|〉 = r(K2(ℜz))〈fℜz , |φ|〉, e qui montre que 1 ≤ r(K2(ℜz)), etdon ℜz ≤ λd.On dé�nit un indie d'invasion R2 pour la population ave une féonditébasse dans le système normalisé par R2 := r(K2(λ1)) ; 'est don le rayon spe-tral de K2(λ1).Proposition 10. Si R2 < 1, alors l'équilibre sans infetion w∗ = (c1, 0) dansle système normalisé est loalement stable.Démonstration. Il su�t de voir que T1(t) = eB1t a une roissane exponentielleasynhrone ave un taux de roissane intrinsèque λ1. D'après la proposition 9,il su�t de véri�er que λ1 est la valeur propre dominante simple de B1. D'aprèsle lemme 6.7, il existe λd ∈]λ2, λ1[ tel que λd ≥ ℜz pour tout z ∈ ΣH,2 si
R2 < 1, λ1 est dominant dans Π1 et ω1(B1) ≤ −µ < λ2. Alors λ1 est la valeurpropre dominante. D'après le lemme 6.6, λ1 est un p�le simple de la résolvante
(λ − B1)

−1 et l'espae propre orrespondant est de dimension un, don 'estune valeur propre simple. La projetion sur le sous-espae propre algébrique estdonnée par
P1 =

1

2πi

∫

Γ

(λ−B1)
−1dλ,où Γ est une ourbe fermée orientée positivement qui entoure λ1 mais auunautre point de σ(B1). Observons que pour tout x ∈ X

(λ1 −B1)P1x =
1

2πi

∫

Γ

(λ1 −B1)(λ−B1)
−1xdλ = 0,pare que (λ1 − B1)(λ − B1)

−1x = (λ1 − λ)(λ − B1)
−1x + x est une fontionanalytique de λ. Alors P1x ∈ Ker(λ1 − B1), qui est un espae de dimensionun engendré par un veteur propre assoié à λ1. Don le sous-espae proprealgébrique est de dimension un. Ainsi T1(t) = etB1 , t ≥ 0, a une roissaneexponentielle asynhrone ave le taux de roissane intrinsèque λ1 et il existeun opérateur de rang un P1 dans X tel que limt→∞ e−λ1tT1(t) = P1. D'aprèsla proposition 5, l'équilibre sans infetion w∗ = (c1, 0) est loalement stable si

R2 < 1. 29



6.3 ReprodutivitésPour interpréter biologiquement la ondition de stabilité R2 < 1, on introduitii la notion de reprodutivité. Supposons qu'un petit nombre de personnesinfetées apparaissent dans la population p∗1. Alors la dynamique initiale de lapopulation ave une basse féondité dans le système normalisé est dérite parle système linéarisé suivant dans l'espae X2 := L1(R+) :
dv

dt
= (A2 − λ1)v + Pv, (25)où A2 est l'opérateur de population standard dé�ni par

(A2φ)(a) := −
dφ(a)

da
− µ(a)φ(a)et le domaine

D(A2) =

{

φ ∈ W 1,1(R+) : φ(0) =

∫ ∞

0

m2(a)φ(a)da

}

,et P est la perturbation bornée donnée par
(Pφ)(a) := c1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)φ(σ)dσ.Autrement dit, la perturbation v(t, a) véri�e
∂v

∂t
+
∂v

∂a
=− (λ1 + µ(a))v(t, a) + c1(a)

∫ ∞

0

β(a, b)v(t, b)db,

v(t, 0) =

∫ ∞

0

m2(a)v(t, a)da.

(26)La solution intégrée de (25) véri�e
v(t) = e(A2−λ1)tv(0) +

∫ t

0

e(A2−λ1)(t−s)Pv(s)ds.En appliquant P des deux �tés de ette équation, on obtient
Pv(t) = Pe(A2−λ1)tv(0) + P

∫ t

0

e(A2−λ1)(t−s)Pv(s)ds,où Pv(t) donne la prévalene de eux nouvellement infetés horizontalement.Cette équation dérit le proessus de renouvellement pour la population trans-mise horizontalement. Comme
∫ ∞

0

m2(a)ℓ(a)e
−λ1ada < 1,30



l'opérateur de prohaine génération pour la transmission horizontale dans lesystème normalisé en w = w1 se alulate ainsi :
K2 = P

∫ ∞

0

e(A2−λ1)tdt = P (λ1 −A2)
−1, (27)puisque λ1 ∈ ρ(A2). On voit failement que K2 = K2(λ1), qui s'érit aussi

(K2φ)(a) =

∫ ∞

0

k(a, b)φ(b)db (28)ave le noyau
k(a, b) = c1(a)

∫ ∞

b

β(a, σ)
ℓ(σ)

ℓ(b)
e−λ1(σ−b) dσ

+
c1(a)

∫∞

0 β(a, σ) ℓ(σ) e−λ1σ dσ

1−
∫∞

0 m2(σ) ℓ(σ) e−λ1σdσ

∫ ∞

b

m2(σ) e
−λ1(σ−b) ℓ(σ)

ℓ(b)
dσ.D'après le lemme 6.7, Pσ(A2 +P )∩Λ = {z ∈ Λ \Π2 : 1 ∈ Pσ(K2(z))} a unevaleur propre dominante λd telle que λd ∈]λ2, λ1[ si R2 < 1 et λd ∈]λ1,∞[ si

R2 > 1. Don le paramètre malthusien de la population nouvellement infetéehorizontalement Pv est positif si R2 = r(K2) > 1, tandis qu'il est négatif si
R2 = r(K2) < 1. Don R2 = r(K2(λ1)) = r(K2) donne la reprodutivité de lapopulation normalisée ave une faible féondité. Notons que R2 est une fontionroissante de β(·, ·) et que R2 → 0 si |β|∞ → 0. Quand tous les oe�ients nedépendent pas de l'âge, on obtient

k(a, b) =
β m1

m1 −m2
e−m1a, R2 =

∫ ∞

0

k(a, a) da =
β

m1 −m2
,omme dans la setion 2 puisque λj = mj − µ.De plus, la ondition d'invasion R2 > 1 est l'une des onditions pour l'exis-tene de solutions exponentielles non triviales (endémiité de la population àbaisse féondité). On peut montrer en fait e qui suit.Proposition 11. Supposons que K2 et G′[0] soient des opérateurs ompatspositifs sans support. Alors r(G′[0]) = r(K2) = R2.Démonstration. D'après l'hypothèse, K2 (et G′[0]) a une valeur propre domi-nante qui orrespond à un veteur propre positif, qui est l'unique veteur propre(à un fateur onstant près) dans le �ne positif. Soient ψ et φ les veteurspropres positifs de K2 et G′[0], respetivement, de sorte que K2ψ = r(K2)ψet G′[0]φ = r(G′[0])φ. On voit alors failement que K2U = UG′[0], où U estun opérateur de multipliation de L1 dans lui même dé�ni par (Uf)(a) :=

e−λ1aℓ(a)f(a). Don UG′[0]φ = r(G′[0])Uφ = K2Uφ, e qui implique que
r(G′[0]) est la valeur propre K2 qui orrespond au veteur propre positif Uφ ;don Uφ est proportionnel à ψ et r(K2) = r(G′[0]).31



Ainsi, l'instabilité de la population ave une féondité élevée suggère l'exis-tene de solutions exponentielles non triviales ave oexistene.D'un autre �té, on doit remarquer que la ondition sous-ritique R2 < 1n'est pas une ondition su�sante pour la stabilité de la population ave uneféondité élevée. Observons que pour w∗ = (c1, 0) dans (17), l'équation de va-riation pour la population ave une féondité basse est
∂ζ2(t, a)

∂t
+
ζ2(t, a)

∂a
= −µ(a)ζ2(t, a) + c1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)ζ2(t, σ)dσ,

ζ2(t, 0) =

∫ ∞

0

m2(a)ζ2(t, a)da,

(29)qui a une valeur propre dominante λd ∈]λ2, λ1[ si R2 < 1, et elle est positive si
λ2 ≥ 0. Dans e as, la population ave une féondité faible peut grandir maissa prévalene tend vers 0.Pour étudier ette extintion relative, alulons la reprodutivité R0,2 pourla population ave une féondité faible. Reformulons d'abord (29) omme uneéquation abstraite sur l'espae des états à la naissane Z := R+×L1(R+)[13, 14℄ :

dz

dt
= (B + C)z, (30)où z = (0, φ) ∈ Z0 := {0} × L1(R+), B et C est dé�ni par

B(0, φ) = (−φ(0),−φ′(a)− µ(a)φ(a)),

C(0, φ) =

(∫ ∞

0

m2(a)φ(a)da, c1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)φ(σ)dσ

)

,pour (0, φ) ∈ Z0. En utilisant la tehnique bien onnue pour formuler l'opérateurde prohaine génération K2 [14, 21℄, on a pour (z1, z2) ∈ Z

K2(z1, z2) = C(−B)−1(z1, z2)

=

(∫ ∞

0

m2(a)ℓ(a)daz1 +

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

ℓ(a)

ℓ(σ)
z2(σ)dσda,

c1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)

[

ℓ(σ)z1 +

∫ σ

0

ℓ(σ)

ℓ(η)
z2(η)dη

]

dσ

)

.

(31)Le paramètre malthusien de z(t) est λd et on a la relation signe(λd) = signe(r(K2)−
1). La reprodutivité est dé�nie par R0,2 = r(K2).De la même manière, on peut formuler l'opérateur de prohaine générationassoié ave l'équation normalisée (26) :
K̃2(z1, z2) = C(−(B − λ1))

−1(z1, z2)

=

(∫ ∞

0

e−λ1am2(a)ℓ(a)daz1 +

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

e−λ1(a−σ) ℓ(a)

ℓ(σ)
z2(σ)dσda,

c1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)

[

e−λ1σℓ(σ)z1 +

∫ σ

0

e−λ1(σ−η) ℓ(σ)

ℓ(η)
z2(η)dη

]

dσ

)

.(32)32



Alors le paramètre malthusien de ζ(t) est λd − λ1 et on a la relation signe(λd −
λ1) = signe(r(K̃2) − 1), de sorte qu'on peut dé�nir la reprodutivité pour laprévalene de la population ave une faible féondité par R̃0,2 := r(K̃2). Si l'onsuppose que tous les paramètres sont indépendants de l'âge, on trouve à nouveau(4).Lemme 6.8. signe(R̃0,2 − 1) = signe(R2 − 1).Démonstration. Supposons que R̃0,2 > 1. Soit (z1, z2) ∈ Z un veteur proprepositif de K̃2 assoié ave la valeur propre R̃0,2. On a alors les inégalités :
z1 <

∫ ∞

0

e−λ1am2(a)ℓ(a)daz1 +

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

e−λ1(a−σ) ℓ(a)

ℓ(σ)
z2(σ)dσda,

z2(a) < c1(a)

∫ ∞

0

β(a, σ)

[

e−λ1σℓ(σ)z1 +

∫ σ

0

e−λ1(σ−η) ℓ(σ)

ℓ(η)
z2(η)dη

]

dσ.De la première inégalité, on tire
z1 <

(

1−

∫ ∞

0

e−λ1am2(a)ℓ(a)da

)−1 ∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

e−λ1(a−σ) ℓ(a)

ℓ(σ)
z2(σ)dσda.En insérant l'estimation i-dessus dans la seonde inégalité pour z2, on onlutque z2 < K2(λ1)z2, e qui montre que 1 < r(K2(λ1)) = R2. Inversement,supposons 1 < R2. Alors il existe un veteur propre positif φ ∈ L1 de K2(λ1)tel que φ < K(λ1)φ. Choisissons α > 0 tel que

α =

(

1−

∫ ∞

0

e−λ1am2(a)ℓ(a)da

)−1 ∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

e−λ1(a−σ) ℓ(a)

ℓ(σ)
φ(σ)dσda.Alors on a

α =

∫ ∞

0

e−λ1am2(a)ℓ(a)da α+

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

e−λ1(a−σ) ℓ(a)

ℓ(σ)
φ2(σ)dσda,

φ <

∫ ∞

0

e−λ1am2(a)ℓ(a)da α+

∫ ∞

0

m2(a)

∫ a

0

e−λ1(a−σ) ℓ(a)

ℓ(σ)
φ(σ)dσda,e qui montre que (α, φ) < K̃2(α, φ). On peut onlure que r(K̃2) = R̃0,2 > 1.On sait alors que R̃0,2 > 1 si et seulement si R2 > 1. De la même manière, onpeut montrer que R̃0,2 < 1 si et seulement si R2 < 1.Remarquons que si R̃0,2 < 1 < R0,2, alors la population envahissante aveune faible féondité peut roître mais sa prévalene tend vers 0 (extintion rela-tive). Inversement, si R0,2 < 1 < R̃0,2, alors la population envahissante ave unefaible féondité déroît, mais sa prévalene augmente dans le système normalisé(endémiité relative). 33



6.4 Stabilité de la solution exponentielle ave une faibleféonditéConsidérons maintenant la stabilité de la solution exponentielle ave unefaible féondité, qui orrespond à l'équilibre w∗ = w2 = (0, c2) dans le systèmenormalisé. Dans e as, le système linéarisé (17) se réduit à
∂ζ1(t, a)

∂t
+
ζ1(t, a)

∂a
= −µ(a)ζ1(t, a)− ǫ(a)ζ1(t, a),

∂ζ2(t, a)

∂t
+
ζ2(t, a)

∂a
= −µ(a)ζ2(t, a) + ǫ(a)ζ1(t, a),

ζ1(t, 0) =

∫ ∞

0

m1(a)ζ1(t, a)da,

ζ2(t, 0) =

∫ ∞

0

m2(a)ζ2(t, a)da, (33)où
ǫ(a) :=

∫ ∞

0

β(a, σ)c2(σ)dσ.Le système (33) est un modèle bien onnu de population ave plusieurstypes [14℄ qui a la solution exponentielle triviale eλ2t(0, c2(a)). D'après la théo-rie de la stabilité de la setion 4, pour montrer la stabilité loale de la solution
eλ2t(0, c2(a)), il su�t de véri�er que le générateur linearisé B2 := A+ F ′[w2] aune roissane exponentielle asynhrone ave un taux de roissane intrinsèque
λ2 tel que limt→∞ e−λ2tT (t) = P soit un opérateur de rang un. Si λ2 est laraine simple et dominante du système à plusieurs états (29), e résultat d'er-godiité forte a déjà été démontré en utilisant la théorie des populations stablesà plusieurs états [11, 14℄.Dé�nissons la reprodutivité démographique Rd par le rayon spetral de lamatrie de prohaine reprodution

K :=

∫ ∞

0

Ψ(a)da,où Ψ(a) :=M(a)L(a), M est matrie de féondité donnée par
M(a) :=

(

m1(a) 0
0 m2(a)

)

,et L(a) est une matrie de survie donnée par la solution matriielle de L′(a) =
Q(a)L(a), ave L(0) = I (I désigne la matrie identité) et

Q(a) :=

(

−µ(a)− ǫ(a) 0
ǫ(a) −µ(a)

)

.

34



Alors l'équation aratéristique est
det

(

I −

∫ ∞

0

e−λaΨ(a)da

)

=

(

1−

∫ ∞

0

e−λam1(a)ℓ(a)e
−

∫
a

0
ǫ(z)dzda

)(

1−

∫ ∞

0

e−λam2(a)ℓ(a)da

)

.Posons
ΣL,2 :=

{

λ ∈ C : 1 =

∫ ∞

0

e−λam1(a)ℓ(a)e
−

∫
a

0
ǫ(z)dzda

}

∩ Λ,et soit
ΣL :=

{

λ ∈ C : det

(

I −

∫ ∞

0

e−λaΨ(a)da

)

= 0

}

= (Π2 ∩ Λ) ∪ ΣL,2,l'ensemble des raines aratéristiques du modèle de population à plusieurs états(33). Alors le taux de roissane intrinsèque λd (le paramètre malthusien) dumodèle stable à plusieurs états est donné par la raine aratéristique dominantede ΣL, et on a la relation signe(λd) = signe(Rd − 1).D'après le raisonnement standard pour l'équation aratéristique de Lotka,il existe une raine réelle dominante λ3 ∈ ΣL,2 telle que ℜz < λ3 pour tout
z ∈ ΣL,2 \ {λ3}.Lemme 6.9. Supposons que λ3 > −µ. Alors λ3 ∈ [λ1 − |β|∞, λ1[ et λd =
max{λ3, λ2}.Démonstration. L'inégalité λ3 < λ1 est une onséquene direte de la dé�nition.Comme ǫ(a) ≤ |β|∞, on a

1 ≥

∫ ∞

0

e−λam1(a)ℓ(a)e
−|β|∞adapour λ ∈ ΣL,2∩R, e qui implique que λ+ |β|∞ ≥ λ1. Ainsi λ3 ∈ [λ1−|β|∞, λ1[.Comme λd est la valeur propre dominante dans ΣL, on a λd = max{λ3, λ2}.En utilisant un raisonnement semblable à elui du lemme 6.5, on obtientque σ(B2) ∩ Λ = Pσ(B2) ∩ Λ = ΣL ∩ Λ. Dé�nissons l'indie d'invasion pour lapopulation ave une féondité élevée R1 par

R1 :=

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−λ2a−

∫
a

0
ǫ(σ)dσda. (34)Les individus suseptibles sont les envahisseurs de la population ave une féon-dité faible, don la dynamique linéarisée de leur prévalene est donnée par

∂ζ1(t, a)

∂t
+
ζ1(t, a)

∂a
= −(λ2 + µ(a))ζ1(t, a)− ǫ(a)ζ1(t, a),

ζ1(t, 0) =

∫ ∞

0

m1(a)ζ1(t, a)da,

(35)35



Puisque (35) est un modèle bien onnu de population stable, sa reprodutivitéest donnée par (34). Notez que R1 est une fontion déroissante de β. Les rainesaratéristiques de (35) sont données par
{

λ ∈ C : 1 =

∫ ∞

0

e−(λ+λ2)am1(a)ℓ(a)e
−

∫
a

0
ǫ(z)dzda

}

,et le paramètre malthusien est λ3 − λ2. Il est positif si R1 > 1 ; il est négatif si
R1 < 1.On a le résultat suivant.Proposition 12. Si R1 < 1, alors la solution exponentielle ave une féonditéfaible eλ2tw2 est loalement stable, tandis qu'elle est instable au sens de Hadelersi R1 > 1.Démonstration. Posons

F (λ) :=

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−λa−

∫
a

0
ǫ(σ)dσda.Alors F (λ), λ ∈ R, est une fontion déroissante. Comme F (λ3) = 1, on a

λ3 < λ2 si R1 = F (λ2) < 1. Alors λd = λ2, don T2(t) = eB2t, t ≥ 0, a uneroissane exponentielle asynhrone ave un taux de roissane intrinsèque λ2.La solution exponentielle eλ2tw2 est don loalement stable au sens où w2 estloalement asymptotiquement stable dans le système normalisé. Si R1 > 1, alors
λ2 < λ3 = λd. Don le système linéarisé a pour paramètre malthusien λd > λ2et la solution exponentielle triviale eλ2tw2 est instable.On doit remarquer que la reprodutivité de l'équation variationnelle

∂ζ1(t, a)

∂t
+
ζ1(t, a)

∂a
= −µ(a)ζ1(t, a)− ǫ(a)ζ1(t, a),

ζ1(t, 0) =

∫ ∞

0

m1(a)ζ1(t, a)da,

(36)est donnée par
R0,1 =

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−

∫
a

0
ǫ(σ)dσda. (37)Premièrement, notons que R1 = R̃0,1, qui est la reprodutivité de la popu-lation ave une féondité élevée près de l'équilibre omplètement infeté dans lesystème normalisé. Si R̃0,1 < 1 < R0,1, on a 0 < λ3 < λ2. Dans e as, l'équi-libre omplètement infeté est loalement stable dans le système normalisé, maisle nombre de personnes suseptibles (la population ave une féondité élevée)roît (extintion relative). Inversement si R̃0,1 < 1 < R0,1, on a λ2 < λ3 < 0et l'équilibre omplètement infeté est instable dans le système normalisé. Maisle nombre de personnes suseptibles (la population ave une féondité élevée)déroît (endemiité relative). 36



Deuxièmement, notons que la ondition λ1 − λ2 > |β|∞ est su�sante pourque R1 > 1. Si λ1 − λ2 > |β|∞, alors
R1 ≥

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−(λ2+|β|∞)ada >

∫ ∞

0

m1(a)ℓ(a)e
−λ1ada = 1.Don si la di�érene entre les taux de naissane pour les populations ave uneféondité élevée ou faible est est su�samment grande pour une même mortalité,alors la population stable ave une féondité faible peut être déstabilisée parl'invasion d'individus ave une féondité élevée et une roissane exponentiellesimultanée peut se produire, bien que l'uniité et la stabilité de la solutionexponentielle ave oexistene soit un problème ouvert.7 Exemples numériquesFaisons l'hypothèse d'un mélange séparable, β(a, b) = β1(a)β2(b). Alors lenoyau (29) est de la forme k(a, b) = f1(a) g1(b) + f2(a) g2(b), où

f1(a) = c1(a)β1(a),

g1(b) =

∫ ∞

b

β2(σ)
ℓ(σ)

ℓ(b)
e−λ1(σ−b) dσ

f2(a) = c1(a)β1(a),

g2(b) =

∫∞

0
β2(σ) ℓ(σ) e

−λ1σ dσ

1−
∫∞

0
m2(σ) ℓ(σ) e−λ1σdσ

∫ ∞

b

m2(σ)
ℓ(σ)

ℓ(b)
e−λ1(σ−b) dσ.Le rayon spetral R2 de l'opérateur K2 est égal au rayon spetral d'une matried'ordre 2 :





∫∞

0 f1(a) g1(a) da
∫∞

0 f2(a) g1(a) da

∫∞

0 f1(a) g2(a) da
∫∞

0 f2(a) g2(a) da



 .Supposons que µ(a) = 0,02,
m1(a) =

{ 0,15 si 20 < a < 40,
0 sinon,

, m2(a) =

{ 0,07 si 20 < a < 40,
0 sinon.Alors λ1 ≃ 0,0180 et λ2 ≃ −0,00859. Supposons que β(a, b) = β1(a)β2(b) ave

β1(a) =

{

b si a < 50,
0 sinon,

β2(a) =

{

1 si a < 50,
0 sinon,où le paramètre b = |β|∞ varie. La �gure 3 montre omment R1 et R2 dépendentde b. On voit qu'il y a une plage de valeurs pour b où les deux nombres sont au-dessus de 1, de sorte qu'une fration suseptible et une fration infetée peuventoexister.Posons N1(t) =

∫∞

0 p1(t, a) da et N2(t) =
∫∞

0 p2(t, a) da. La �gure 4 montredeux exemples (b = 0,03 et b = 0,04) où les deux frations oexistent et la popu-lation totale roît ou déroît asymptotiquement. Dans les deux exemples, R1 > 137



et R2 > 1 ; la ondition initiale est p1(a) = 100 e−µa et p2(a) = p1(a)/2. Si l'onompare ave la olonne de gauhe de la �gure 2, où λ2 < 0, le résultat seraitsemblable à la �gure du haut pour b = 0,005, à elle du milieu pour b = 0,02 età elle du bas pour b = 0,08. Don la �gure 4 montre deux as supplémentairesqui ne peuvent pas se produire lorsque les oe�ients ne dépendent pas de l'âge.
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