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Résumé

On propose dans cet article un modéle épidémique structuré par age pour
la transition démographique. Les normes culturelles qui conduisent & une
féecondité plus basse sont transmises entre individus de la méme maniére
que les maladies infectieuses. On formule d’abord le modéle de base comme
un probléme de Cauchy abstrait homogéne dans un espace de Banach pour
prouver 'existence, I'unicité et le caractére bien posé des solutions. Puis
on étudie l'existence de solutions exponentielles non triviales. On étudie
enfin la stabilité linéaire du systéme prés des solutions exponentielles en
utilisant la croissance exponentielle asynchrone. On formule la condition
de stabilité en utilisant la notion de reproductivité.

Mots-clés : systéme dynamique homogeéne, transition démographique, mo-
déles épidémiques.

1 Introduction

Pendant les XVIII® et XIX® siécles, les taux de mortalité dans les pays déve-
loppés d’Europe et d’Amérique du nord ont baissé avec le progrés économique
et le développement industriel. Les indices de fécondité commencérent & bais-
ser un peu plus tard; au XX°® siécle, ces pays ont eu des taux de mortalité
et des indices de fécondité trés bas, de sorte que les taux de croissance de ces
populations baissérent fortement. On appelle « transition démographique » le
passage du couple (mortalité, fécondité) de (élevée, élevée) a (faible, élevée) puis
a (faible, faible) [3,[17]. Depuis la fin de la seconde guerre mondiale, des pays en
voie de développement ont aussi connu une transition démographique. Certains
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experts avaient prédit que les populations se stabiliseraient aprés la transition
démographique. Mais des pays développés comme le Japon et comme certains
pays européens ont connu une baisse supplémentaire de ’indice de fecondité. On
appelle « seconde transition démographique » cette baisse sous le seuil de rem-
placement et le taux de croissance négatif qui I’accompagne. On n’observe pas
forcément un déclin de la population s’il y a une forte immigration comme dans
certains pays occidentaux. La seconde transition démographique est un phéno-
meéne complexe et controversé [3]. Au Japon, 'immigration est trés limitée et la
population diminue (Fig. [).
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FIGURE 1 — Axe de gauche : population passée (triangles) et projetée (cercles)
du Japon de 1950 & 2050 (source : INED /Nations Unies, 2015). Comparaison
avec le modéle simple sans structure d’age (en rouge). Axe de droite : indice de
fécondité.

L’hypothése bien connue de la modernisation insiste sur le fait que le faible
indice de fécondité résulte de ’adaptation des individus au monde moderne,
c’est-a-dire & 'industrialisation, & 'urbanisation et aux standards éducatifs et
familiaux. D’un autre coté, la théorie de la diffusion pour la transition démo-
graphique suppose que les nouvelles normes culturelles qui diminuent le nombre
des naissances peuvent étre transmises des individus a basse fécondité (les « in-
fectés ») aux individus traditionnels avec une fécondité élevée (les « suscep-
tibles »). Dans ’article présent, on propose un modéle épidémique structuré
par age pour expliquer la transition démographique en utilisant la théorie de la
diffusion [19] [1§].

Pour illustrer les principaux aspects de la dynamique de transmission dans
une population croissante ou décroissante, considérons tout d’abord le cas simple
indépendant de ’age. Soit S(¢) le nombre d’individus avec une fécondité élevée,
c’est-a-dire les susceptibles, au temps ¢. Soit I(¢) le nombre d’individus avec une



faible fécondité, c’est-a-dire les infectés, au temps t. Le systéme sans structure
par age pour la transition démographique est un systéme homogene de Lotka—

Volterra : as) . BS(OI()
S0 St)+1(t)’
(1)
daI(t) _ BS(t)I(t)
o e+ S(t)+1(t)’

ol A1 et Ag sont les parameétres malthusiens pour les personnes susceptibles et
infectées; on a A\; > A9 tandis que S > 0 est le coefficient de transmission.
On suppose que la force d’infection est donnée par la loi homogéne SS/N avec
N = S+ I, et que la différence entre les parameétres malthusiens refléte la
différence de fécondité (c’est-a-dire on néglige la différence de mortalité).

On étudie le modeéle () dans la section 2. Il y a essentiellement deux cas :

—si B < A1 — Ag, alors la population susceptible croit asymptotiquement
comme e*? la population infectée croit ou décroit asymptotiquement
comme eBt22)tde sorte que la fraction infectée tend vers 0;

— si B > A1 — Ag, alors la population susceptible croit ou décroit asympto-
tiquement comme e~ 1 population infectée croit ou décroit asymp-
totiquement comme e*2*, de sorte que la fraction infectée tend vers 1.

On ajuste les paramétres A1, A2 et 8 aux données de population du Japon : voir
la figure [l ou A; = 0,012 par an, Ay = —0,005 par an, 5 = 0,12 par an, t =0
correspond & 'année 1950, N(0) = 82,474 millions et 1(0)/N(0) = 1%.

A partir de la section 3, on étend les observations ci-dessus & un modéle
structuré par age; c’est le sujet principal de cet article et cela permet des com-
portements plus complexes. En particulier, il y a un troisiéme cas non dégénéré
ou les fractions susceptibles et infectées croissent ou décroissent toutes les deux
asymptotiquement comme e avec \; > A > Ay et ou la fraction infectée
converge vers un nombre strictement compris entre 0 et 1.

2 Le modéle sans structure par age

Le systéme () a deux solutions exponentielles triviales, (S, I) = (N(0)e*?,0)
et (S,1) = (0, N(0)e*2?), qui correspondent respectivement & une population
complétement susceptible et & une population complétement infectée. Notons
que contrairement aux modéles épidémiques traditionnels, les personnes infec-
tées peuvent persister sans les susceptibles. On a donc deux problémes d’inva-
sion : soit les infectés envahissent la population susceptible, soit les susceptibles
envahissent la population infectée.

Considérons la prévalence v(t) définie par

1@
v(t) = SO+10)

1. Le taux de mortalité de chaque population est u > 0 et A; = m; — u avec m1 > mg, oil
m; est le taux de natalité de la j° population.




Alors u(t) := 1 — v(t) est la proportion de susceptibles. On voit que v vérifie
I’équation logistique
v = —hv + hv?,

ot h := A\ — Ay — 3. Supposons que 0 < v(0) < 1. La solution de 'équation

différentielle est )

O = e+ e

Donc 8
0 si <A1 — g,
v(t)%{ 1 si B>XA — Ao,

quand t — +o0o. Dans le cas dégénéré ou 5 = A\ — A2, on a v(t) = v(0) pour
tout ¢ > 0.

Soit N(t) = S(t)+1(t) la population totale. Les taux asymptotiques de crois-
sance de la population totale et des sous-populations infectées et susceptibles
sont donnés dans le cas non dégénéré par

RO SRS Bl A
I 3 _
I(f)) _/\2+ﬂ(1—v(t))—>{ SRR S
St M si B <A — g,

S —A1‘5“<tH{ M—B s B> M-,

quand t — +oo. La figure 2l présente ces différents cas.
On peut formuler la condition de seuil pour la population infectée (celle avec
une fécondité faible) en utilisant un indice d’invasion :

B

Ry, = . 2
2=, (2)

SiRg > 1, alors la transition démographique a lieu. Si Ry < 1, alors la population
avec une fécondité faible est éliminée en proportion et la transition démogra-
phique n’a pas lieu. En effet, I’équation linéarisée du systéme pour (u,v) au
point (1,0) est v/ = —hv = (A1 — A2)(Rz — 1)v. Le taux de croissance initial de
la fraction avec une fécondité faible est positif, c’est-a-dire (1,0) est instable, si
et seulement si Ry > 1.

D’un autre coté, I’équation linéarisée du systéme pour (u,v) au point (0,1)
est ' = hu = (A — A2 — B)u = —(A\1 — A2)(Ry — 1)u. On conclut que (0,1)
est instable si et seulement si Ry < 1, de sorte que la transition démographique
inverse se produit si Ry < 1. Ainsi il n’y a pas de cas bistable (ou bi-instable).
Comme on verra ci-dessous, ce n’est pas le cas pour le modéle structuré par age.

Vu difféeremment, I’équation variationnelle prés de la solution exponentielle
triviale (S, 1) = (N(0)e*t,0) s’écrit

() =0 i) () )
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FIGURE 2 — Population susceptible S(¢) en noir, population infectée I(¢) en bleu
et population totale N(¢) en rouge en fonction du temps ¢. Condition initiale :
N(0) =100, I(0)/N(0) = 10%. Colonne de gauche : A\; = 0,01, Ay = —0,01 < 0,

B € {0,005; 0,015; 0,05} (de haut en bas). Colonne de droite :

A = 0,02,

X2 = 0,01 >0, 8 € {0,005; 0,018; 0,05} (de haut en bas).



ou (z,y) est le terme de perturbation. Si 5+ Ay < 0, alors la population infectée
ne peut pas croitre. Si 8 €] — A2, A1 — Az, alors la solution exponentielle sans
infection est déstabilisée, mais la population infectée est éradiquée en proportion
de la population totale : il y a extinction relative. Si 'on introduit le taux de
natalité m; et le taux de mortalité commun p tels que A\; = m; — u, alors cette
condition s’écrit Ro,z <1< Ry ou

mg + ~ mo +
Ryo = 2# ﬁ, Roo = 2 B- (4)

mi

Ici Ry 2 est la reproductivité de la population avec une fécondité faible et Ro,z
est la reproductivité pour la prévalence de la population avec une fécondité
faible dans le systéme normalisé. Bien str, Royg > 1 si et seulement si Ry > 1,
car ce sont les conditions d’invasion pour ’état stationnaire sans infection dans
le systéme normalisé.

Inversement, si Rpo < 1 < RO,Q, alors \; < X2 + 8 < 0, la transition
démographique a lieu bien que les deux populations aient des taux de croissance
négatifs (il y a endémicité relative).

De la méme maniére, ’équation variationnelle prés de la solution exponen-
tielle triviale (S, 1) = (0, N(0)e*2?) est

(1) -7 2 C0) g

Introduisons les reproductivités

mq ~ mq
= — R == .
p+ " gy + B

(6)

Ro

Si Ro,l < 1< Ry,1, alors la solution complétement infectée (avec une fécondité
faible) est déstabilisée, mais la population avec une fécondité élevée est éradiquée
en proportion. Donc la transition démographique inverse n’a pas lieu.

Inversement, si Rp1 < 1 < ]:2071, alors la population envahissante avec une
fecondité élevée décroit, mais elle croit en proportion. Donc la transition démo-
graphique inverse a lieu.

Ces calculs montrent que le succés de l'invasion n’implique pas nécessaire-
ment ’endémicité de la population envahissante dans notre systéme homogeéne.
Les reproductivités doivent donc étre définies avec précaution.



3 Un modéle avec une structure par age

Considérons maintenant le modeéle épidémique structuré par age pour la
transition démographique :

op1(t,a) = Opa(t,a)

= —(u(a) +m(t,a))pi(t, a),

ot da
Opa(t,a) — Opa(t,a)
- o =m(ta)pi(ta) = pla)pa(t, a),

p1(t,0) = /000 m1(a) p1(t, a) da,

pa2(t,0) = /000 ma(a) pa(t, a)da,

ot mq(a) est le taux de fécondité par age de la population susceptible (avec
une fécondité élevée), ma(a) est le taux de fécondité par age de la population
infectée (avec une fécondité basse) et p(a) est le taux commun de mortalité par
age. Supposons que la force d’infection culturelle (¢, a) soit donnée par la loi

homogéne
o0

w(t,a) = ﬁ/o Bla, o) pa(t,o)do,
ou -
N(t) ::/ n(t,a) da,
0
est la population totale, n(t,a) := p1(t,a) + pa2(t, a) est la densité par age de la
population et S(a,o) est le coefficient de transmission entre personnes suscep-

tibles d’age a et personnes infectées d’age o.
Soit £(a) la probabilité de survie jusqu’a ’age a, définie par

) =exp (~ [ uloan).

et soit ®;(a) := m;(a)l(a) la fonction de reproduction nette de la j¢ population.
On suppose que
mi(a) > ma(a),

de sorte que R > Ra, ol

o0
R; = / m;(a)l(a)da
0
est la reproductivité pour la j¢ population.

Le taux de croissance intrinséque A; (j = 1,2) est la racine réelle dominante
de 'équation caractéristique de Lotka [14, 23] [24] :

/ e NP (a)da = 1.
0



Donc A1 > Ag. On fait les hypothéses techniques supplémentaires :
Hypothése 1. 1. A\ > A\ > —p, ot p := infeer, pu(a) > 0.

2. Supposons que m; € LY (Ry) N LP(Ry), p € L(Ry) et qu’il existe
B € LL(Ry)NLL(Ry) et Bo € LT (Ry) tels que B1(a)B2(0) < B(a,0) <
kB1(a)B2(0) avec k > 1, et tels que B et Bo soient des points quasi-
intérieurs de L}r. De plus, supposons que

}llimo |B(a+ h,o) — B(a,o)|da = 0 uniformément pour o € R.
—YJo

Soit p(t) = (p1(t,-),p2(t,-))T. On considére le systéme comme un systéme
dynamique homogeéne abstrait dans X := L*(R) x L(R) :

dt = Ap(t) + F(p(t)), p(0) = po, (8)
ou A est le générateur infinitésimal d’'un Cp-semi-groupe positif défini par
d
~20) — (@) a)
(Ag)(a) = 0o
22 (0) — p(@)a(a)

et avec le domaine
D(4) = {¢eW“<R+ 0= [ mi@ela }

et F': Xy — X est un opérateur non linéaire donné par
_ (—m(al9)¢1(a)
P = ()
oit ¢ = (¢1,¢2) € Xy, [|9]lx := [5~ (I61(a)] + |¢2(a)|)da et
1
k) = o [ Blao)on(o)o

Alors F est homogene de degré un, c’est-a-dire F'(ag) = aF(¢) pour a > 0 et
F(0) =0.

Lemme 3.1. L’opérateur homogéne F' est globalement lipschitzien sur X et il
existe € > 0 tel que (I + eF)(Xy) C X4,

Démonstration. D’abord, observons que 7(a|z) < [B[oc 1= SUp(4 »)cr, xr, [5(a,0)]
pour tout z € X . Puis 21 — em(alz2)z1 > (1 — €|f])z1. Choisissons e tel que

1 —€|Bloc > 0. Alors (I + €F)(Xy) C X Posons [¢1 := [ |¢(0)|do pour
¢ € L*(Ry). Pour z,w € X, observons que

21 | 1|1
m m 2|1+ B|Z2 wal1

[m(alz2)z1 — m(alwa)wi]r <




|z2]1|w1 |1 |wn |1

1zl llwllx

|Z2|1

T —|—|22—w2|1
[E1B%

+llw—=zlx

<pB <|21 — w1

_ w w
e TR o}

oll nous avons utilisé les relations

21 w1 |21 - w1|1

Izllx flwllx

+|’LU1|1

T
o =lx Izllx  llwlx

et [Izllx — lw_X]|| < ||z — w||x pour tout z,w € X. Donc

|m(al22)z1 — m(alwa)wilr < B(lz1 — wils + ||z — w]| + |22 — wal1) = 28]z — wl|x,
ce qui implique que ||F(z) — F(w)|x < 48|z — w|x. Ainsi la fonction F est
globalement lipschitzienne. O

Proposition 1. Soit py € X;. Alors le probléme de Cauchy ) a une unique
solution intégrée p(t) € X4 qui définit un semi-groupe S(t) tel que p(t) =
S(t)po et S(t)(X4) C X4

Démonstration. A la place de 1’équation originale (B)), considérons ’équation
équivalente :

dp 1 1
i (A 6)p—i— 6(I—l—eF)p.

On sait bien que la solution intégrée de cette équation est une solution continue

de I’équation intégrale

1 t
Mw:€5“h+‘/e%W@¢“@Mﬁ+Jﬂﬂ%
€ Jo

oil la constante e est choisie de sorte que 1 — ¢3 > 0 [I, 2, 24]. Puisque la
perturbation non linéaire est globalement lipschitzienne, la solution globale de
cette équation intégrale peut étre construite par itération positive :

po(t) = po,

1 t
pn+1@>::e-%%f“po+-—t/‘e‘%“‘”eA“‘SHpnoﬂ-+equxsnd&
€ Jo

La positivite de e’ et I + oF nous permet de démontrer par itération que
pn € X4. Comme Popérateur F' est lipschitzien, la suite p,,(t) converge vers une
solution intégrée locale et positive p(t) € X ;. Il existe des nombres M > 1 et w
tels que [let]| < Me*t, de sorte que

—= MK ! a—=)(t—s
@) < Mol + 2 [ e (o)) s,
0

2. Pour la définition d’une solution intégrée, voir : A. Ducrot, P. Magal, S. Ruan, Une
introduction aux modéles de dynamique de populations structurées en age et aux problémes
de bifurcations. Gazette des mathématiciens 125 (2010) 27-40.

[[wllx

)



ou K := ||I 4 €F||. On peut démontrer aussi l’estimation :

_1-MK
o) x < llpollxe“™= %

Puisque la norme de la solution locale croit au plus exponentiellement avec le
temps, on a en fait une solution globale. Ainsi on peut définir un semi-groupe
S(t) par S(t)po = p(t). O

4 Existence et stabilité des solutions exponen-
tielles

Il est clair que origine est un point d’équilibre trivial de (6l), qui est instable
si A1 > 0 et stable si \; < 0. Etant donné I’homogénéité du systéme de base, si
p* est un équilibre de (@), alors p(t) = cp* Vest aussi pour tout ¢ > 0. Ainsi il
ne peut y avoir d’équilibre attractif non trivial. Pour le systéme homogéne, on
s’intéresse principalement aux solutions exponentielles persistantes, qui jouent le
méme role que les solutions stationnaires des systémes dynamiques non linéaires
et non homogeénes.

Comme [10], introduisons le systéme normalisé. Soit 6 la fonctionnelle li-
néaire bornée de X dans R définie par

0,z) = /Ooo(zl (@) + z2(a))da, z=(z1,22) € X,

qui donne la population totale si z € X1 . Donc (6, z(t)) > 0si z(0) € X1 \ {0}.
Introduisons de nouvelles fonctions qui donnent le profil par age :

- P2 (t, CL)

pi(t,a) wa(t,a) = 0,p(t))’

(0, (1))

wy(t,a) =

et
w(t) = (wl(t5 ')aw2(ta )) el:= {¢ € X+ : <97¢> = 1}7

ou I' est 'espace des profils par age.
On peut remplacer le systéme (B)) par le systéme normalisé :

C;—ttu = Aw+ F(w) — (§, Aw + F(w))w, w €T, (9)

10



c’est-a-dire,

% + % = — pla)wi(t,a) —wi(t,a) /000 Bla, b)wa(t,b) db
—w (¢, a)/o [mq(b) — u(b)|w(t,b) db
—un(tia) [ lmalt) = ubus(ed) .

% + % = — pla)ws(t,a) + wi(t,a) /OOO B(a, b)ws(t,b) db

—wxmnﬁww«w—u@MMumw

~un(t,a) [ ma®) - u®)ua(t,b) b,
0
avec les conditions au bord

w1 (¢,0) _/000 m1(a) wi(t,a)da,

wa(t,0) = /000 ma(a) we(t,a)da.

Le systéme normalisé a une unique solution intégrée globale S(¢t)wp, et T' est
positivement invariant par rapport au semi-groupe S(t),¢ > 0. Si wy € D(4),
alors S(t)po devient une solution classique. Il résulte de ([I0) que

%W, w) = (0, (A+ Flw(t))(1 = (6,w(t))).

Ainsi )
(0, w(t)) =1— (1= (8,w(0)))e Jo O-LATMws)ds,

d’ot l’on conclut que S(¢)(I') C T pour tout ¢ > 0. Si l’on utilise la solution w(t)
du systéme normalisé ([I0), la solution p(¢) du systéme de départ est donnée par

p(t) = w(t) exp </Ot<97 (A + F)W(S)>d8> (6,2(0))-

Ainsi le probléme original est réduit & un probléme dans ’espace I" des profils
par age.

Notez que (#, (A + F)w) est une forme linéaire sur X. Si on introduit la
forme linéaire H de Xy — R définie par

H(¢) := /Ooo[(ml(a)—ﬂ(a))dﬁl (a)+(mz(a)—p(a))pa(a)lda, ¢ = (¢1,¢2) € Xy

et si w est une solution du systéme normalisé, alors H (w(t)) donne le paramétre
malthusien pour la population totale :

1 dop(t)

H(w(t)) = (8, Aw + F(w)) = 0.p0)  dt

11



Considérons le probléme de ’existence et de la stabilité des solutions expo-
nentielles persistantes. Soit w* € I' un équilibre du systéme normalisé. Alors on
a le probléme de valeur propre non linéaire suivant :

Nw* = Aw* + F(w*), w"eDA)NT, (10)

oil A* = (0, (A + F)w*). Il est clair que e* *w* est une solution persistante du
systéme de départ. Inversement, il existe une solution exponentielle e* *z* du
systéme homogeéne (8)), alors \* et w* = z* /{0, z*) doit vérifier (I0), et donc w*
est un équilibre du systéme normalisé.

Pour démontrer la stabilité linéaire de la solution exponentielle, la formule
d’Euler pour le systéme homogéne est cruciale [26].

Proposition 2. Si F' est différentiable au sens de Fréchet en x € Xy, alors on
a la formule d’Euler F'[z)x = F(z), ot F'[z] est la dérivée de Fréchet en x. De
plus, F'[x] = F'[cx] pour tout ¢ > 0.

Démonstration. Supposons que F' soit différentiable au sens de Fréchet en x €
X+.Pour h € Xy et ¢ > 0, posons G.(h) := F(cx+h)— F(cx)— F'[z]h. Comme
F est différentiable au sens de Fréchet en x, il existe une fonction continue
croissante L : Ry — Ry telle que L(0) = 0 et ||G1(h)||x < L(||h||x)||h||x pour
h € X,. Avec I'homogénéité, on a G.(h) = ¢G1(h/c) pour h € X, et ¢ > 0.
Ainsisih =z, 0on a

F(cx +z) — F(ex) — F'(z)x = F(z) — F'[z]x = G.(z) = cG1(x/c).

Alors ||F(z) — F'[z]z||x < L(%)HIHX, ce qui implique que F'[z]z = F(x)
parce qu’on peut choisir ¢ arbitrairement grand. La fonction composée F'(cx)
est aussi différentiable au sens de Fréchet en z, donc il existe une fonction
continue croissante L : Ry — R telle que L(0) = 0 et || F(c(x + h)) — F(cx) —
F'[cx]ch||x < L(||h||x)||k]|x pour h € X, . Avec I'homogénéité, on a

IF (2 + ) = F(x) = F'lez]h]|x < L(|IAllx)|IAllx /.

Comme
|F (2 + h) — F(x) — F'[z]h]x < L(|[h[|x) Al x,

on obtient ||F'[cx]h — F'[z]h|x < I~/(||h||X)||h||X/c+ L(||h]|x)||h|| x. Alors

1F"[ea](B/ | Pl x) = F'[2](B/ | Rl x)| < L(|Rllx) /e + L),

ce qui implique que F'[cx]h = F'[z]h si ||h]|x = 1. Comme F'[cx] et F'[z] sont
tous les deux des opérateurs linéaires, on a F'[cz] = F'[z]. O

Ainsi, si I est différentiable au sens de Fréchet au point d’équilibre w* du
systéme normalisé avec (A+F)w* = A*w*, alors w* est un vecteur propre positif
de 'opérateur linéaire

B := A+ F'lw*]
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associé a la valeur propre \*, et B est indépendant des multiplicateurs scalaires
positifs pour w*.

Dans une série d’articles [6} [7} [§8], Hadeler et ses collaborateurs ont développé
une théorie des systémes dynamiques homogénes. La méthode de normalisation
a en particulier été utilisée pour un systéme en dimension infinie par Iannelli et
Martcheva [10].

Soit ¢(t) == w(t) —w* € Xg :== {¢ € X : (#,{) = 0}. Alors le systéme
normalisé s’écrit comme une équation dans Xy :

() _ B((t) — (0, B¢(t))w™ — N*¢(t) +G(¢(t))

dt
= (1) + G(<(1), (11)

ou
C¢ = B(— (0, Bw" — \*(,

est un opérateur linéaire et G(() est le terme d’ordre deux, avec ||G(O) || x/|I¢|lx —
0 quand ¢ — 0.

Lemme 4.1. Xy est invariant par C, €' et G. Si ((0) € Xy, alors la solution
intégrée de (I3) est la solution de l’équation intégrale dans Xg :

¢(t) = t¢(0) + / eCU=9G(¢(s))ds. (12)
0

Démonstration. On voit facilement que (0, C¢) =0, (§,G¢) = 0si ¢ € Xy, donc
C et G laissent Xy invariant. Considérons ’équation

A=C)z=(A+X")z—Bz+ (0, Bz)w" = f € Xy,

pour A € p(C) ou p(C) est ’ensemble résolvant de C. Alors (A+\*)(6, z) =0, ce
qui montre que z € Xy parce que (A +A*) > 0. Donc on a (A —C) "1 Xy C X,.
Avec P’approximation de Yosida pour €', on sait que e’“ Xy C Xp. O

Si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que ||((¢)]|x < € pour tout t >
0 lorsque ||¢(0)]|x < 6, alors on dit que w* est stable. Si w* est stable et
lim; o0 [|C(#) || x = 0 quand ||(0)||x < ¢’ pour un ¢’ > 0, alors on dit que w* est
asymptotiquement stable. On dit que w* est instable s’il n’est pas stable. Une
solution exponentielle du systéme de départ est dite stable (au sens de Hadeler
[7]) si ’équilibre correspondant du systéme normalisé est localement stable. On
dit qu’elle est instable si 1’équilibre correspondant du systéme normalisé est
instable.

Pour tout opérateur linéaire T, on note p(T) I’ensemble résolvant de T et
P,(T) le spectre ponctuel de T. Soit Cy la restriction de C' & Xy, c’est-a-dire
Cop=Csur D(Cy) ={p e DC)NXy:Coh e Xp}. Alors Cy est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu etCo sur Xj.

Lemme 4.2. Soit \* une valeur propre de B associée 4 w* avec une multiplicité
algébrique égale o un. Alors P,(C)\ {—\*} = P,(Cp).

13



Démonstration. Avec cette hypothése, —\* est une valeur propre de C' associée
a w*, avec une multiplicité algébrique égale & un. Supposons que Cz = Az et
A # —=X* Alors (0,Cz) = —X*(0,x) = A0, x). Ainsi on a (A + A*)(0,z) =0, ce
qui montre (#,z) = 0 parce que A + A* # 0. Ainsi P,(C) \ {—=\*} C P,(Cp).
D’un autre coté, on a P,(Cy) C P,(C) et —A* n’est pas une valeur propre de
Cp parce que espace propre associé est de dimension un, engendré par w* et
w* ¢ Xg. O

Soit T' un opérateur linéaire fermé dans l'espace de Banach complexe X.
Le spectre essentiel de T, noté E,(T), est 'ensemble des A\ € o(T) tels que
au moins 'une des conditions suivantes soit satisfaite : (i) Im(A — T') n’est
pas fermé; (ii) A est dans l'adhérence de o(T); (iii) Na(T) est de dimension
infinie, ot N (T') est 'espace propre généralisé de T par rapport a A, c’est-a-
dire le plus petit sous-espace fermé de X qui contient U2 Ker((A — T)¥). Soit
wo(A) la borne de croissance d’un semi-groupe fortement continu e??, définie
par wo(A) := lim;_,, t~log(||e4||). On peut montrer ([24], proposition 4.13)
que

wo(A) = max {wl (4), sup §R)\} ,
A€o (A)\E,(A)

ou E,(A) est le spectre essentiel de A. La borne de croissance essentielle est
wi(A) == limy_,o t~ 1 log(ae??]), ot [T est la mesure de non-compacité d’un
opérateur linéaire borné T'. Si A € o(A)\ E,(A), alors A est un pole de (A—A)~?
et A est dans le spectre ponctuel P,(A) (|25], proposition 2.1).

L’équation linéarisée de ([I2)) est ¢’ = C¢. On peut donc utiliser la proposition
4.13 de [24] pour obtenir la conclusion suivante :

Proposition 3. Siwy(Cy) < 0, alors w* est asymptotiquement stable. S’il existe
At € 0(Cy) tel que Rt > 0 et

max { wi(Cy), sup RA > < RA,
A€a(Co)\(Eo(Co)U{A})

alors w* est instable.

Pour le systéme dynamique homogéne (@), en utilisant le concept of crois-
sance exponentielle asynchrone de Webb [5], [25], 26], on peut donner une condi-
tion simple de stabilité.

Définition 4.3. Soit T'(t),t > 0, un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
linéaires bornés dans l’espace de Banach X . Alors T(t), t > 0, a une croissance
exponentielle asynchrone avec le tauz de croissance intrinséque A € R s’il existe
un opérateur P de rang un dans X tel que limy_, o ef)‘tT(t) = P, ou la limite
est dans la topologie de la norme d’opérateurs.

En appliquant le résultat de [26], on obtient
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Proposition 4. Supposons que l'opérateur linéarisé B = A+ F'[w*] soit le gé-
nérateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés, T(t), t > 0, et qu’il y ait une croissance exponentielle asynchrone telle
que limg_, e’A*tT(t) = P, ou P est un opérateur de rang un dans X . Alors il
existe 6 > 0 tel que, si x € Us := {x € X \{0} : |(I — P)z||x/||Px||x < 6},
alors Qx :=limy . e~ p(t) existe, ou Qz € Im(P) et Qz # 0.

Avec le résultat ci-dessus, on obtient une condition suffisante pour la stabilité
des solutions exponentielles :

Proposition 5. Un équilibre w* € T' est asymptotiquement stable au sens de
Hadeler si B = A+ F'[w*] a une croissance exponentielle asynchrone avec un
taux de croissance intrinséque \*.

Démonstration. Supposons que B = A+ F'[w*] soit le générateur d’un Cp-semi-
groupe T'(t), t > 0, et qu’il existe un opérateur de rang un P dans X tel que
lim;_,o e~ *T'(t) = P. Alors P est une projection sur espace propre engendré
par w* et T(t)P = PT(t) = e *P. D’aprés la proposition @ il existe § > 0
tel que si x € U := {&z € X \{0} : ||( — P)z||x/||Px||x < d} alors la limite
Qx = lim;_,o e 'p(t) existe avec p(0) = z, Qx € Im(P) et Qz # 0. Soit K
la norme d’opérateur de la fonctionnelle 6 avec |(0, ¢)| < K||¢||x pour ¢ € X.
Supposons que ||w(0) — w*||x < € < 1/(2K) pour w(0) € I'. Observons que
1P (w(0) —w*) | x <[lw(0)—w"|lx <¢[[(I-Pw(0)|x <et|P(w(0)—w)|x <
2¢ et ||Pw(0)||x > [[w(0)||lx — [(I = P)w(0)||x > K~ —2e > 0, parce que
Pw* = w* et K||lw(0)||x > [(f,w(0))] = 1. Alors w(0) € Us si l'on choisit
0= 1362};(. Considérons le systéme original (@) avec la condition initiale p(0) =
w(0). D’aprés notre hypothése, Qw(0) := lim; o, e~ 'p(t) existe, Qw(0) €
Im(P) \ {0} et Im(P) est engendrée par w*. Ainsi

p(t) Qu(0) .

lim w(t) = lim = = w*,
A )= B 5 00y = @ quioy
ce qui implique que w* est asymptotiquement stable dans le systéme normalisé.

O

On peut étendre l'idée de croissance exponentielle asynchrone aux semi-
groupes non linéaires [5]. Inversement, si I’'on suppose l'existence d’un équilibre
exponentiellement asymptotiquement stable dans le systéme normalisé, alors
p(t) a localement une croissance exponentielle asynchrone :

Proposition 6. Soit z(0) une condition initiale non triviale. Si un équilibre
w* € ' est exponentiellement asymptotiquement stable dans le systéme norma-
lisé, alors il existe C > 0 tel que lim;_,o e 'p(t) = Cw* si le profil par dge de
p(0) est suffisamment proche de w*.

Démonstration. Supposons qu’il existe M > 0 et € > 0 tels que ||w(t) —w*||x <
Me | w(0) — w*||x si [|Jw(0) — w*||x < J. Supposons ||[w(0) — w*||x < J et
posons

F(t) .= —\*t —I—/O H(w(s))ds = /0 H(w(s) — w")ds.
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Alors on a

|F(u) = F(v)] <

[ Gt — wlas

M —€Eu —€v *
< sup [myj(a) — p(a)l—le™™ — e~ |[w(0) — w™|x,
ja

ce qui montre que lim;_,o, F(t) = F(00) existe. Par conséquent,

. —\*t T
t%epwﬁgwwﬁ/H ~w)ds) (6.900)
= w*ef ) (p, 2(
Ceci montre que p(t) a une croissance expounentielle asynchrone avec un taux
intrinséque de croissance \*. O
5 Existence de solutions exponentielles

Le systéme (2)) a deux solutions exponentielles triviales qui correspondent &
des équilibres sur le bord du systéme normalisé. Si po = 0, alors il existe une
solution exponentielle triviale telle que

pi(t,a) = e*Mtwi(a), wi(a):= (ci(a),0),
ou . e_klaé(a)
(@) = IS e Ml (x)da

est le profil par age stable de la population susceptible (avec une fécondité
élevée). D’un autre coté, si p; = 0, alors il existe une autre solution exponentielle
triviale telle que

p3(t,a) = e*'wa(a),  wa(a) = (0, c2(a)),

ou

o e *2%(a)
C2(a) = fooo €7>‘2m€(I)dI

est le profil par age stable de la population infectée (avec une fécondité basse).

5.1 Reéduction & un probléme de point fixe

Notre probléme fondamental est maintenant de déterminer si un équilibre
positif (u*,v*) > 0 existe pour le systéme normalisé.
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Soit w* = (u*,v*) € I' un équilibre positif. Il résulte de ([I0) que

WD ) - (pla) + 7 (@) (o),
WD 1 @) — pla (@) + 7 (@ (a),

ou
7 (a) := /Ooo Bla,o0)v*(0)do, H*= H(w")
Ainsi on a
w*(a) = w(0)¢(a)e~ oI5 7 @)z,
v*(a) = v*(0)l(a)e 7 % + e %(a) (1 — e~ Jo ™ ()42 (0)
Notons que

%(U*(a) +v7(a)) = —(p(a) + H)(u"(a) + v"(a)),

d’ou il résulte que

u*(a) 4+ v*(a) = (u*(0) 4+ v*(0))¢(a)e .

Avec la condition |w*|; =1, on a

(u*(0) + v*(0)) /000 la)e T %o =1.

(14)

Comme u*(0) = [;° mi(a)u*(a)da, il résulte de la condition au bord pour

u* que
1:/ ma(a)l(a)e B o= Jo = (@)do g,
0

(15)

Puisque (I8) a une unique racine réelle H* pour chaque 7*, on peut définir une
fonction continue ¥ : L' — R telle que H* = ¥(n*) vérifie (I5). Autrement dit,

pour tout ¢ € Lﬁr(RJr), on a
1= / m1(a)€(a)e—‘1’(¢)a—f0“ ¢(o)dada,
0

dott U(g) < Ay et T(0) = ;.
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En multipliant par mo des deux cotés de I’équation pour v* dans ([I3) et en
intégrant de 0 & oo, on obtient

v*(0) (1 - /0 h mz(a)e(a)e-H*ada>
= u"(0) /000 ma(a)l(a)e B (1 — e Jo ™ (Qd)qq,

Avec (I4), on obtient

“(0) ! L= J5" ma(a)f(a)e ¥ da

U = T " — * e ,
fo f(a)e—\lf(rr Jada 1 — fo m2(a)g(a)e—\p(w Ja—[g 7 (2)dz g,

v (0) = ! 5 ma(a)t(a)e ™ Ta(1 — e J5 T ()42 dg

fooo é(a)e*‘l’(ﬂ*)ada 1— fooo mQ(a)ﬁ(a)e—‘l’(W*)a—f(f ©*(2)dz 44

En utilisant ([I3) et la définition de 7*, on obtient une équation de point fixe
pour la force d’infection inconnue 7* :

ot G est un opérateur non linéaire de L'(R,) dans lui-méme défini par

G@)a) = [ Bl o@D [m(0) + (1 - eI 0 (0)] o

Les fonctions g; (j = 1,2) de L} (R} ) dans R sont définies par

B 1— [;° ma(a)l(a)e~ ¥ @)da

1 I ma(a)l(a)e ¥ (@)a=f5 ¢(x)dzqq’
Jo ma(a)l(a)e=¥(@e(1 — e~ I3 9(2)d=) qq,
1— [7 ma(a)l(a)e™ V(@ Jy' ¢()dzqq

g1(9) :

92(9) =

avec ¢ € L et

1
Po(0) = e ¥ @ada

Notons que g1(¢) + g2(¢) = 1.

Lemme 5.1. L’opérateur G est positif et défini pour tout ¢ € L<1F (Ry). De plus,
on a G(U) C My, ou U := {¢ € LL(R) : U(¢) > X2} et My :={¢ € L1 (R) :
|Ploo < |Bloos (011 < KlB1|1162]00 }-

Démonstration. Observons que, pour ¢ € L}H
1—/ ma(a)l(a)e Y Pa= Iy ¢2)dzgq
0

>1- / my(a)l(a)e” Y@=l ¢(2)dzqq —
0
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ce qui montre que le dénominateur de g; est positif. De plus, pour ¢ € LiL (Ry),
on a

g2(@) + (1= e I 4B g, () = 1 — gi (g)e™ I7 o).

D’un autre coté, on a ¢g1(¢) = 1 — ga(¢) < 1 parce que ga(¢) > 0. Ainsi 1 —
g1(¢)e™ Jd #(:)4= > (et I'on peut conclure que G(¢) > 0. De plus, si ¢ € D(G),
on a

1- /000 ma(a)l(a)e™ " %da > 1 — /OOO ma(a)l(a)e*2%da = 0.
Ainsi g1(¢) > 0 et
92(¢) + (1 — e~ I 2E)9)g,(g) < 1,

ce qui implique que G(¢) € M. O

Soit G'[0] la dérivée de Fréchet a Porigine. Alors, pour ¢ € L,

IS ma(a)l(a)e= [ ¢(2)dzda
1[5 ma(a)l(a)e=21da

(G 010)(@) = bo0) [ Bla.0)t()e o

+ bo(O)/ B(a, U)K(O’)eiAlg/ @(2)dzdo,
0 0
ou
1
IS ta)e=Meda
Pour montrer 'existence d’un équilibre positif, on utilise une technique de
point fixe semblable & celle de Krasnoselskii ([16], théoréme 4.11).

bo(0) =

Proposition 7. Supposons que A1 — A2 > [Bloc = SUD(4 o)er, xr, |6(a,0)] et
r(G'[0]) > 1. Soit

Mc:={pe Ll : ¢}y < (14 €)C,[dloc < (1+€)|Blos},

00 C := K|P1|1|B2]c0 €t € > 0 est choisi de sorte que \y —Aa > (1+€)|5|s. Alors
G a au moins un point fize positif ¢* dans My tel que g;(¢*) > 0 pour j =1,2.

Démonstration. Si ¢ € M., alors ¥(¢) > A1 — (1 + €)|8|oo > A2, parce que

/ mi (a)t(a)e=Y@a—(1+)lBlwa < / () (a)e @5 9z g
0 0

=1= OOm a)l(a)e % a.
_1_/0 (@)f(a)e1ed

Donc M, C U. 1l résulte du lemme A1l que G(M.) € G(U) C My C M..
Définissons l'opérateur ¥, dans L! avec un parameétre n € [0, €] par

G ( ) G(‘T)v si |='E|1 >,
xr) =
! G(z) + (n—lzh)vo, si |z)y <,
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ol vy est le vecteur propre positif de G’[0] correspondant a la valeur propre
Ao > 1 et pour lequel vg € My. Alors G, est aussi positif, complétement continu
dans L' et défini sur M., avec G, (M,) C M,. Puisque M, est borné, convexe
et fermé dans L, il résulte du théoréme de Schauder que G, a un point fixe
x, € M,. La norme L' de x,, est plus grande que 7 si n est assez petit. Si chaque
opérateur G, a un point fixe dont la norme L' n’excéde pas 7, alors on peut
construire une suite x,, € Lﬁr telle que 0 < |2,|1 < np, 00 €>n > 1My > - >
N — 0 quand n — oo et G(xy,)+ (N —|zn|1)vo = 5. Comme G’[0] est compact,
on peut supposer sans perte de généralité que G'[0](x,,/|xn]1) converge vers un
élément z € X . Observons que

( n 1) vo = Tn G(xn) - Tz, _ G/[O] Tn

|z ]1 - |7 |1 B |51 |33n|17

ce qui implique que

|v0|1limsup< [ —1) <1+ |z

n— o0 |='En|1

Par conséquent, on peut supposer sans perte de généralité que n,/|zn|1 — 1
converge vers un nombre v > 0. La suite x,, /|2, |1 converge alors vers un vecteur
ug € X4 tel que |ug|l1 = 1 et up = G'[0]ug + yvo. Ainsi v > 0, parce que G'[0]
n’a pas de vecteur propre dans X avec une valeur propre égale & 'unité. Soit
ko :==supA ot A := {k € Ry : ug > kuvg}. Alors kg > 0 parce que v € A.
D’un autre coté, ug > G'[0](kovo) + yvo = (koMo + ¥)vo, ce qui contredit la
définition de ko parce que koo +7 > ko. Ainsi il existe n > 0 tel que |z,|1 > n.
Dans ce cas, =, = G(x,) € My, donc z, est un point fixe positif de G dans
M. Notons que le point fixe obtenu ci-dessus n’est pas le point fixe sur le bord
correspondant & u* = 0, puisque G1(¢) > 0 pour ¢ € M.. O

Comme on le montre dans la section 6, le rayon spectral de G'[0] est égal
a celui de l'opérateur de prochaine génération pour la population avec une fé-
condité basse dans le systéme normalisé, donc I’hypothése de la proposition [7]
n’est pas vérifiée si tous les paramétres sont indépendants de ’age. Comme on
le verra plus loin, on peut cependant construire des exemples numériques tels
que ’hypotheése de [7 soit vérifiée et tels qu’il existe des solutions exponentielles
coexistantes.

Une fois que 7* est donné comme point fixe de G avec g;(7*) > 0, la solution
stationnaire positive correspondante est donnée par

w*(a) = g1 (")™Y IS

* a_x 16
v*(@) = a)e™ Mgy (m) + gu (5) (1 — e 7)) e

Proposition 8. Soit w* = (u*,v*) > 0 un équilibre positif. Alors Ao < H* =
H(w*) < 1.
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Démonstration. Soit w* = (u*,v*) > 0 un équilibre positif. Comme m4(a) >
maz(a), on observe que

/Oo(mz(a)—u(a))(U*(a)+v*(a))da < H(w") < /Oo(m1(a)—u(a))(U*(a)+v*(a))da7
0 0
ce qui montre que

Jo~(ma(a) = pa))l@)e " da - [ (ma(a) = pla))l(a)e” " da
Jo~ tla)e=H"da << IS ta)e=H ada '

Observons de plus que
/ w(a)l(a)e ™ %da =1 — H* / ((a)e T da.
0 0

Donc Jo(H*) < H* < J1(H*) ou

fooo my(a)l(a)e "da — 1
fooo {(a)e—*2da ’

Ji(x) ==z +

et A, = Ji(Ap). Si H* > Ay, alors Jy (H*) < H*, ce qui contredit ’observation ci-
dessus. Ainsi H* < A1. On peut montrer que A2 < H* d’une maniére analogue.
O

6 Stabilité des solutions exponentielles

Considérons maintenant la stabilité des solutions exponentielles pour le mo-
deéle de transition démographique ([2)). D’apres la proposition [ il suffit de vérifier
la croissance exponentielle asynchrone pour le systéme linéarisé prés de la so-
lution exponentielle pour déterminer la stabilité au sens de Hadeler, lannelli et
Martcheva des solutions exponentielles.
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6.1 Equation variationnelle

Soit ((t,a) = p(t,a) — e* tw*(a) la perturbation de la solution exponentielle
e tw*(a). Alors I’équation linéarisée est

0Giltha)  Glta) ot a)

ot da
- ors | ala oo+ ui)a e
oz [ (@) + Glta)da [ Bl (o)dowi o),
o) @gf) = —pa)alt,a)
i [ el i@ + uso) (s
+ 1oz | @) + Gltanda [ (oo @)doui ),

G(t,0) = /000 mi(a)(1(t,a)da

¢2(t,0) = / ma(a)a(t, a)da. (17)
0
Elle peut s’écrire comme un probléme de Cauchy semi-linéaire
d¢(t .
L _ (a4t P, (18)

ou F'llu*]=C+ D+ FE et

[~ (Bla ), oy (@) | x
(Co)a) := ( (Bla ), oy (a) 1 | )

[ —{Bla, ) wi/ || x e (a
(D)a) = ( (Bla, ), w3 L)1 (a )
)

(R S 1 a) + da(a)dalB(a, ), wyw
(Be)(a) = (nw 122 12 (61(0) + () dalBa, ), ws

Pour simplifier, on remplace w} (a)/||w*|| par w} (a) et on suppose que [[w*| =
1, car les multiplicateurs scalaires n’ont pas d’importance pour notre analyse.
Puisque A est 'opérateur de population bien connu qui engendre un semi-groupe
de population et F'[w*] est un opérateur linéaire borné, il résulte de la théorie
standard des perturbations que B := A 4+ F'[w*] est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés T'(¢), t > 0,
dans X.

Lemme 6.1. Le générateur B := A+ F'[w*] engendre un semi-groupe fortement
continu, et C' et E sont des perturbations compactes.
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Démonstration. On voit facilement que A + D est lopérateur de population
pour une population stable & plusieurs états, donc il engendre un semi-groupe
positif fortement continu ([11], 14]). Comme C + E est une perturbation linéaire
bornée, B = A + F’'[w*] est le générateur d’un semi-groupe fortement continu.
D’un autre coté, il résulte de ’hypothése[let du critére de Fréchet-Kolmogorov
pour la compacité dans L' que 'opérateur intégral P défini par

(Pg)(a) = wi(a /ﬂaa o)do, e L\(Ry),

est compact dans L. Pour montrer cela, soit M C LiL un sous-ensemble borné.
Observons que

/Ooo (Po)(a + 1) — (Po)(@)lda < Jy + Jo,

ou

le/oo|w (a+h)— |/ B(a, 0)|é(c)|doda,

J2:/0 |w*(a |/ Bla+ h,o) — B(a,o0)||¢(0)|doda.
Alors
< 1Btoh [ (et ) -0 @),

Js < Ju* |Oo/ / Ba+ h, o) — Bla, 0)|dal¢(e)|do,

ce qui montre que limy_,o(J1 + J2) = 0 uniformément pour ¢ € M si 'on adopte
la convention que w* = 0 et B(-,0) = 0 pour a < 0. On voit facilement que
Pimage de M par P est un ensemble borné et que limy o0 [, |(P®)(a)|da — 0
uniformément pour ¢ € P(M). D’aprés le critére pour la compacité dans L!,
on sait que P est un opérateur compact, donc C aussi. Avec un raisonnement
analogue, on peut montrer que E est aussi un opérateur compact. O

Lemme 6.2. Soit w(B) la borne de croissance o du semi-groupe e'B. Alors
wi(B) =wi(A+ D) < —p.

Démonstration. 1l résulte de la proposition 4.14 dans [24] que wi(B) = w1 (A +
D). La décomposition e(A+P)t = §(t) = U(t) + W (t) du semi-groupe e(A+P)t
ou

0 a € (0,t)
(S(t)¢)(a) a € (t 00)
est bien connue (voir par exemple la définition 3.8 de [24]). On sait aussi que

W (t) est un opérateur compact, donc «[W ()] = 0 (proposition 3.17 dans [24]).
D’un autre coté, on peut montrer que ||U(t)¢||x < e “||¢| x, parce que

/ T @)@ xda < / L (asa - t)léa — 1)) xda,
0 t

(S(t)p)(a) a € (0,1)
0 ac (t,oo)’
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ou L(a,s), a > s est la matrice de survie engendrée par la matrice d’intensité

de transition (@) — (8(a.") > 0
[ —=pla) = (Bla,-),ws
Qla) = ( (Bla,)us) —u(a)>'

Ainsi on obtient ||L(a, s)|| < e =) (Lemme 1.1 dans [I1]). Puis a[U(t)] <
[U@] < e 2", d'on wi(A + D) = limy o0 25O < —pt parce que a[S(1)] <
a[U®)] + a[W(¢)] (théoréme 4.6 dans [24]). O

Considérons de nouveau l’équation résolvante (A — B)™1f = ¢, ot ¢ =

(¢1,¢2) € D(B), w* = (wi,ws) et f=(f1, f2) € X. Alors

¢ (a) + (A + p(a))g1(a) + (B(a, ), ¢2)wi (a)

+ (Bla, ), wz)¢1(a) +n(¢)(B(a, ), wy)wi(a) = fi(a),
¢y(a) + (A + p(a))g2(a) — (B(a, ), g2)wi(a)

— (B(a, ), w3)¢1(a) — n(d)(B(a, ), wy)wi(a) = fa(a),

ou 7 est défini par

n(6) = / " (61(a) + 62(a))da

En utilisant la formule de variation de la constante pour [27), on a

orla) =tm o)t + [ GO (o) - (Fron)(oui(o)
— (Fyu3)(0)6n (o) — n(6)(Fyw3 o) (0)]dor
la) =(ma,m)tla)e ™ + [ GBI f(0) + (Fron)oui (o)
+ (B0 () + 1(6) Py (o) (o) o, (19)

ol F3 est un opérateur dans L' défini par

(Fy)(a) / B(a,0)
De plus, on définit des opérateurs linéaires positifs avec un paramétre A € C par
(Fr(M)o)(a) := <mk, $)(a)e,  (k=1,2),

: (a) g )aoc
(FN9)a) = | Gose D o(0)dor

Lemme 6.3. Soit A := {z € C: RX\ > —pu}. Si A € A, alors Fj.(\) est un
opérateur positif de rang un de LL(RJF) dans lui-méme. De plus, F3 est un
opérateur positif compact dans L*(R,).
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Démonstration. La premiére affirmation est claire puisque E(a)e"\“ est inté-

grable sur Ry si A € A. Soit M = {¢ € L'(R}) : |p|1 < 1}. Pour A € C, il
résulte de ’hypothése [ que

| 1o+ - (R @da
/ dcr/ Bla+ h,o) — B(a,o)|dald(c)] — 0 (h—0)

uniformément pour ¢ € M. De plus, F3(M) est un ensemble borné et

o0

lim |(Fs3¢)(a)|da = 0,

h—o00 h

uniformément pour ¢ € M. II résulte du critére de compacité dans L' que F3
est un opérateur compact. O

L’équation ([9) s’écrit :

1 = F1(N) o1 + Fu(N)[f1 — w] F3¢2 — o1 Fzw; — n(d)wi Fyws),

62 = BANor + FsV[fo + wi Foa + o Fous + (@i Fruzl. O
Donc
o=V +JN, (21)
ott J(N)¢ = (Fy(N)p1, F1(N\)p2)T et V()) est un opérateur compact de X :=
LY(R;) x LY(R4) dans lui-méme défini par

V(N = <F1(/\)¢1 — Fy(\)[wi F3¢2 + ¢1 Fsws + n(¢)wTF3w§]>
T\ (N) 2 + Fa(N)[wi F3¢2 + @1 Fzws + n(e)wi Fzws] )

Puisque I — V()) est inversible lorsque la partie réelle de A est grande, et
puisque V()) est une famille analytique d’opérateurs compacts dans A, (I —
V(A\))~! est méromorphe dans A [20] et

¢=A=B) ' f=IT-V\) TN/, (22)
pour A avec une grande partie réelle. On a donc le lemme suivant :

Lemme 6.4. Pour le générateur linéarisé B, supposons que A N o(B) # 0.
Alors

cB)NA=PFP,(B)nA=X:={ e A:1e€ P, (V(\)},
wo(B) = ( )=sup{RA: A€ AN P,(B)},

0l s(B) :=sup{RA: A € 0(B)} est la borne spectrale de B.
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Démonstration. Puisque supycp gy A < w1 (B) < —p, A ne contient pas de
spectre essentiel. D’aprés le lemme et le théoréme de Browder ([24], propo-
sition 4.11), si A € o(B) N A, alors A € P,(B) et A est un pole de la résolvante
(A — B)~L. Ceci prouve la premiére partie. D’aprés le résultat de Webb ([24],
propostion 4.13), wo(B) = max{wi(B), sup, gy g, (5) A}, et la deuxiéme partie
en résulte. O

La valeur propre \* est dite simple si c’est une valeur propre isolée et si la
dimension du sous-espace propre algébrique est égale a 'unité. Le sous-espace
propre algébrique est l'image de 'opérateur de projection

1
P=— - B)d
o K
ou I' est un petit cercle orienté dans le sens positif dans p(B) qui entoure \*
mais exclut le reste du spectre de B [I], 15 28]. La valeur propre réelle \* est
appelée valeur propre dominante si A* > Rz pour tout z € o(B) \ {\*} [4].

Proposition 9. 5i \* > —u est la valeur propre dominante simple de B, alors
w* est localement stable dans le systéme normalisé.

Démonstration. D’aprés la proposition [l il suffit de montrer que le semi-groupe
linéarisé e*? a une croissance exponentielle asynchrone avec le taux de croissance
intrinséque A*. Pour voir cela, il suffit de vérifier trois conditions [5] : (i) w1 (B) <
A, (i) A* > Rz pour tout z € o(B) \ {\*}, (iii) A* est une valeur propre
simple. Comme F’[w1] est une perturbation compacte, il en résulte que wq(B) =
w1(A) < —pu. Ceci montre (i). Puisque A* > —u est la valeur propre dominante
simple de B, les conditions (ii) et (iii) sont vérifiées. O

6.2 Stabilité de la solution exponentielle avec une fécon-
dité élevée

On étudie maintenant le probléme d’invasion par une population avec une

faible fécondité d’une population stable avec une fécondité élevée. Autrement

dit, on étudie la stabilité de la solution exponentielle avec une distribution par

age w* = (c1,0). Soit By lopérateur linéarisé de B en w* = (¢1,0). Alors
D=E=0et (A\—B1)"' = (I —-V(\)"J(\), ot

(Fi(Né1 — Fs(Ner Fao
V(Ao = (F;()\)(b; + Fi()\)01F§¢z) '

Soit II; (j = 1,2) ’ensemble de nombres complexes défini par

I == {z eC: /OOO m;(a)t(a)e*da = 1} .

On sait bien qu’il existe une unique racine réelle A\; dans II; et que $z; < A;
pour tout z; € IT; \ {\;}.
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Pour tout A € A\ Iz, on définit Popérateur Ko(\) par
(K2(N9)(a) = c1(a) F5(I — F2(X) ™ Fiy(N)g(a)

= Cl(a) IOOO /B(G/,U)f(o')e_kado- Oorn a a@e_k(a—o) o)doda
1= [ ma(a)l(a)ePada /0 2( )/0 (o) ¢(o)dod

(23)
+c1(a) /0 h Bla, o) /0 ’ %e““%(n)dnda,

qui est positif si A > As.
Lemme 6.5. Pour tout A\ > A2, Ko(\) est un opérateur compact sans support.

Démonstration. La compacité de K2(\) résulte immédiatement de I’hypothése
[ Observons que (K2(X)¢)(a) > c1(a)B1(a)k(¢), ou

K = - o U@e_k("_") o
OF /0 B(o) /0 o o(n)dndo.

Alors k(¢) > 0si ¢ € LY (R4) \ {0}, parce que 32 est un point quasi-intérieur
de L!. En appliquant plusieurs fois Ko(\) & (K2(\)@)(a) > c1(a)B1(a)k(¢), on
obtient

(K2(N)"¢)(a) > K(d)r(c181)" er(a)Br(a),

Pour tout k* € (L} )*, prenons le crochet de dualité

(h*, K3 (N)$) > K(¢)r(c1Br)" (B, c1B1) > 0,
parce que ¢33 est un point quasi-intérieur. Ainsi K5(\) est sans support. O

Lemme 6.6. 0(B1)NA = P,(B1)NA=Xg, o0 3y = (IhiNA)U{z € A\, :
1€ Py(Ka(2))}.

Démonstration. D’aprés le lemme [6.5], on a o(B1) N A = P,(B1) N A. D’aprés
les équations linéarisées ([IT), on voit facilement que A € II; N A est une valeur
propre triviale de B; associée avec le vecteur propre (e **/(a),0), tandis que
A € II; N A n’est pas une valeur propre de Bj. Il résulte de notre hypothése que
II; NI, = (. On calcule ensuite la résolvante (A — By)~1. Si A € A\ II, alors
(I — F»(\))~! existe et

(1= Fa0) ™ 0(@) = 00) 41— D [T (o
2N ) = I e (@) l(a)eeda Jy I
Avec la deuxiéme équation dans ’équation resolvante ¢ = (A — B1)~'f, on
obtient

p2 = (I — Fo(N) " (Fu(N) fo + Fa(N)e1 Faoo).

3. Pour les définitions et les résultats pour les opérateurs sans support, le lecteur peut
consulter [14].
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Comme K»(\) avec A € A est un opérateur compact, (1 — Ka()\))™! existe si
1¢ Py(K2(N)) et A€ A\IIz. Donc si A ¢ X, alors on peut calculer ¢; F5¢s :

c1F3gy = (I — Ko(N) et Fs(I = Fa (M) " Fu(A) fo.
On obtient

¢2 = (I = Fa(N) T (FaN) fo + Fa(N)(I = K2(N) " er B3 (1 = Fa (V) T E(N) fo).

(24)
Une fois que ¢y est calculé a partir de [24)), ¢1 se calcule pourvu que A ¢ II;
avec

¢ =1 — F1(\) " (f1 — Fa(N)er Fsgo.

On sait ensuite que A\ X C p(By), ot p(B) est ’ensemble résolvant pour By,
et donc o(B1) N A C Xy Inversement, supposons que A € X.. Alors il existe un
vecteur ¢ € X tel que Ko(A\)Y = 1. Ainsi By a un vecteur propre associé a A
donné par (¢1, ¢2), ol

B [(a)e—ka 0o ag(a) oo
¢2(0) 1 m2(a)€(a)e_/\ada/o m2(a)/o @e MY o) doda

+ /‘1 —ﬁgai e M=y (o) do
0 g
— g(a)e_ka 00 “ é(a) —A(a—o0)
@) == 1= I mi(a)l(a)e=2eda /0 ml(a)/o )" " lo)doda

B (O R R
|3 b(o)d

Donc ¥y C P,(B1) NA, ce qui termine la preuve. O

Lemme 6.7. Posons Ly = {z € A\Ily : 1 € P,(K2(2))}. Alors il existe
Ad € g2 NR tel que RA < A\g pour tout A € T2\ {Aa}-

Démonstration. Soit A € 3y, Comme K3 (z), z €Az, 00[, est un opérateur positif
et sans support, son rayon spectral r(K2(z)) est une fonction décroissante de
z €]Ag, 00[. Pour ®A > Az, on a

<F)\7¢>clﬁl < K?()\)¢ < "<‘7<F>\7¢>01617 ¢ € L}k(]R"r%

ol F) est une fonctionnelle strictement positive donnée par

— f BQ U)e_k"da > ag(a’) —A(a—s
(. 9) = l—Ofo ma(a)l(a)e™ A"da/ ma(a) 0 @e M 0(s)dsda

/ Ba(o / é((z ~Mo=9)g(s)dsdo,

et ¢1f1 est un point quasi-intérieur. Soit fy le vecteur propre adjoint de Ka(A)
associé avec le rayon spectral r(K3(\)), qui est positif vue I’estimation ci-dessus
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(voir [16], théoréme 2.5). Alors il résulte de 'estimation ci-dessus que

(Ex,c1B)(fx, e1Br) < (fa K2(M)erBr)
= r(K2(N))(fx, c181) < K(Fx,c181)(fx, c1P1),
ce qui montre que (F,c181) < r(Ka(\)) < k(F),c161). Ainsi on obtient
Ahf}é r(K2(A)) = 400, AILH;O r(K2(\)) = 0.

Comme 7(K2())) est une fonction continue de A €]z, o0, il existe une unique
racine Ag €]Ag,00[ telle que r(K2(Ag)) = 1, Ag €]A2, M1[ si r(K2(\1)) < 1,
Ad E€JA1,00[ si r(K2(A1)) > 1 parce que r(K2()\)) est décroissante. De plus,
pour tout z € X2\ {\¢}, on montre que Rz < A\g. Si z € T2\ {Aa}, il existe
¢ associé a z tel que |¢| = |Ka2(2)¢| < K2(Rz)|4|. Soit fr. le vecteur propre
adjoint de K3(Rz) associé avec le rayon spectral r(Kz(Rz)). Alors (fx., |¢|) <
(frz, K2(R2)|0]) = r(K2(R2))(fr=,|0]), ce qui montre que 1 < r(K2(Rz)), et
donc Rz < A\q. O

On définit un indice d’invasion Ry pour la population avec une fécondité
basse dans le systéme normalisé par Ry := 7(K2(\1)); c’est donc le rayon spec-
tral de Ka(Aq1).

Proposition 10. Si Ry < 1, alors l’équilibre sans infection w* = (¢1,0) dans
le systéme normalisé est localement stable.

Démonstration. 11 suffit de voir que T} (t) = eP* a une croissance exponentielle

asynchrone avec un taux de croissance intrinséque A;. D’aprés la proposition [3]
il suffit de vérifier que \; est la valeur propre dominante simple de B;. D’aprés
le lemme 6.7, il existe Aq €]A2, A1 tel que Aq > Rz pour tout z € Yo si
Ro < 1, A1 est dominant dans II; et wi(B1) < —p < Ag. Alors A\; est la valeur
propre dominante. D’aprés le lemme 6.6, \; est un pole simple de la résolvante
(A — B1)~! et 'espace propre correspondant est de dimension un, donc c’est
une valeur propre simple. La projection sur le sous-espace propre algébrique est

donnée par
1
Pr=— [ (A= By ta),
211 r
ou I' est une courbe fermée orientée positivement qui entoure A; mais aucun
autre point de o(B1). Observons que pour tout z € X

1
(/\1 — Bl)P1I = — /(/\1 — Bl)(/\ - Bl)ilId/\ = 0,
211 r

parce que (\; — B1)(A — B1) "tz = (A — A\)(A — By)"'z + 2 est une fonction
analytique de A. Alors Piz € Ker(A; — B1), qui est un espace de dimension
un engendré par un vecteur propre associé & A;. Donc le sous-espace propre
algébrique est de dimension un. Ainsi T1(t) = €51, t > 0, a une croissance
exponentielle asynchrone avec le taux de croissance intrinséque A; et il existe
un opérateur de rang un P; dans X tel que lim;_, o e~ MiTy (t) = Py. D’apreés
la proposition B, I’équilibre sans infection w* = (¢1,0) est localement stable si
Ry < 1. O
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6.3 Reproductivités

Pour interpréter biologiquement la condition de stabilité R, < 1, on introduit
ici la notion de reproductivité. Supposons qu’un petit nombre de personnes
infectées apparaissent dans la population pj. Alors la dynamique initiale de la
population avec une basse fécondité dans le systéme normalisé est décrite par
le systéme linéarisé suivant dans I'espace Xo := L'(R,) :

d
d—z = (A — \)v + Pu, (25)

ou A est 'opérateur de population standard défini par

(A26)(@) =~ 2D a)ofa)

et le domaine
D(as) = {o e W (R 00) = [ ma(asta)dal.
et P est la perturbation bornée donnée par
(Po)a) = er(a) [ Bla)olo)do

Autrement dit, la perturbation v(t, a) vérifie
0 0 o
G+ e == @t +ealo) [ Ba bt b,
ot Ja 0
oo (26)
v(t,0) :/ ma(a)v(t, a)da.
0
La solution intégrée de ([23) vérifie
t
v(t) = eA272)ty(0) —|—/ eA2=2A)(E=35) Py (5)ds.
0
En appliquant P des deux cotés de cette équation, on obtient

t
Pu(t) = PeA2721y(0) + P/ eA2=2A)(E=3) Py (5)ds,
0

ot Pu(t) donne la prévalence de ceux nouvellement infectés horizontalement.
Cette équation décrit le processus de renouvellement pour la population trans-
mise horizontalement. Comme

/ ma(a)l(a)e M%a < 1,
0
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lopérateur de prochaine génération pour la transmission horizontale dans le
systéme normalisé en w = wy se calculate ainsi :

Ko = P/ eM2= At g — P(A — Ag)7H, (27)
0
puisque A\ € p(Az). On voit facilement que Ko = K3(\1), qui s’écrit aussi

(K29)(a) = / " k(a,b)6(b)db (28)

avec le noyau
o
k(a,b) =ci(a / B(a f b) “Mile=b) o

(a) [, Bla,0) (o) e~ 17 do /°° “a(o—p) Ho)
100 290 g
T b o) sy ™ i

D’apres le lemme 67, P, (Ao 4+ P)NA={z€ A\l :1€ P,(K2(z))} aune
valeur propre dominante A\; telle que Ay €]A\2, A\1[ si Ry < 1 et Ag €A1, 00][ si
Ry > 1. Donc le parameétre malthusien de la population nouvellement infectée
horizontalement Pv est positif si Re = r(K2) > 1, tandis qu’il est négatif si
Ry = r(K2) < 1. Donc Ry = r(K2(M1)) = r(K2) donne la reproductivité de la
population normalisée avec une faible fécondité. Notons que Ry est une fonction
croissante de §(-,-) et que Ry — 0 si |8]eo — 0. Quand tous les coefficients ne
dépendent pas de ’age, on obtient

Bm

my —m2

B

k(a,b) = -7
(0, —

o0
e”™Mae Ry :/ k(a,a)da =
0
comme dans la section 2 puisque \j = m; — p.
De plus, la condition d’invasion Ry > 1 est 'une des conditions pour ’exis-
tence de solutions exponentielles non triviales (endémicité de la population &
baisse fécondité). On peut montrer en fait ce qui suit.

Proposition 11. Supposons que Ko et G'[0] soient des opérateurs compacts
positifs sans support. Alors r(G'[0]) = r(Ks) = Ry

Démonstration. D’aprés Phypothése, Ko (et G'[0]) a une valeur propre domi-
nante qui correspond & un vecteur propre positif, qui est 1’'unique vecteur propre
(& un facteur constant prés) dans le cone positif. Soient 1 et ¢ les vecteurs
propres positifs de Ky et G’[0], respectivement, de sorte que Kotp = r(K3)v
et G'[0]¢p = r(G’'[0])¢. On voit alors facilement que CoU = UG’[0], ou U est
un opérateur de multiplication de L' dans lui méme défini par (Uf)(a) =
e ™%%(a)f(a). Donc UG'[0]¢p = r(G'[0))U¢ = KU, ce qui implique que
r(G'[0]) est la valeur propre Ko qui correspond au vecteur propre positif Ud;
donc U¢ est proportionnel & ¢ et r(Ka) = r(G’[0]). O
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Ainsi, linstabilité de la population avec une fécondité élevée suggére ’exis-
tence de solutions exponentielles non triviales avec coexistence.

D’un autre coté, on doit remarquer que la condition sous-critique Ry < 1
n’est pas une condition suffisante pour la stabilité de la population avec une
fécondite élevée. Observons que pour w* = (¢1,0) dans (I7), I’équation de va-
riation pour la population avec une fécondité basse est

BC2 (tv a) C2 (tv a)
ot oa

Ca(t,0) = /000 ma(a)(2(t,a)da

qui a une valeur propre dominante Ag €]A2, A\1] si Ra < 1, et elle est positive si
A2 > 0. Dans ce cas, la population avec une fécondité faible peut grandir mais
sa prévalence tend vers 0.

Pour étudier cette extinction relative, calculons la reproductivité Ry o pour
la population avec une fécondité faible. Reformulons d’abord (29) comme une
équation abstraite sur espace des états & la naissance Z := Ry x L' (R ) [13}[14] :

dz
dt

ot z = (0,¢) € Zog := {0} x LY(R,), B et C est défini par
B(0,¢) = (=(0), —¢'(a) — p(a)é(a))

c(0,6) = ( / " ma(a)$(a)da, 1 (a) / " s(a. a>¢<a>da) ,

pour (0, ¢) € Zy. En utilisant la technique bien connue pour formuler opérateur
de prochaine génération Ky [14} 21], on a pour (z1,22) € Z

Ko (21, 22) = C(—B) (21, 22)

(/ ma(a da21+/ ma(a /%22 )doda, (31)
. /0 o [re + [ 4D ] ar).

Le paramétre malthusien de z(t) est Ag et on a la relation signe(\q) = signe(r(Kg)—
1). La reproductivité est définie par R 2 = r(Ks).

De la méme maniére, on peut formuler 'opérateur de prochaine génération
associé avec 1’équation normalisée (26]) :

Ka(21,22) = C(—(B— M)~ (21, 22)

= </ efAlam2(a)é(a)daZ1+/ mz(a)/ eiAl(‘“")é—a
0 0 0 V(o

(
(
a) /000 Bla, o) [e_’\laf(a)zl + /OU e_’\l(”_")i((—;z
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— (@)t a) + e1(a) /O ~ B0, 0)Ga(t, 0)do
(29)

= (B+C)z, (30)



Alors le parameétre malthusien de () est Ay — A1 et on a la relation signe(Ag —
A1) = signe(r(Kg) — 1), de sorte qu’on peut définir la reproductivité pour la
prévalence de la population avec une faible fécondité par Rw = T(Kg). Si 'on
suppose que tous les paramétres sont indépendants de I’Age, on trouve & nouveau

@.
Lemme 6.8. signe(Ry o — 1) = signe(Ry — 1).

Démonstration. Supposons que Rw > 1. Soit (z1,22) € Z un vecteur propre
positif de Ky associé avec la valeur propre Ry 2. On a alors les inégalités :

4 </Ooe ma(a)l da21+/ mal(a / ~HMi(a—o ﬁ(g »(0)doda,

(
) <eila / Bla,o { MY )zl+/0 e~ Mlo—n) E‘;i 2(n)dn| do.

De la premiére inégalité, on tire

2 < <1 - /Ooo eme(a)z(a)da)_l /OOO ma(a) /anMa@%zQ(a)dada.

En insérant l’estimation ci-dessus dans la seconde inégalité pour z3, on conclut
que z2 < K3(A1)z2, ce qui montre que 1 < r(K3(A\1)) = Rs. Inversement,
supposons 1 < Ry. Alors il existe un vecteur propre positif ¢ € L' de Ka(\1)
tel que ¢ < K(A1)¢. Choisissons o > 0 tel que

o= <1 - /Ooo eme(a)e(a)da) - /OOO ma(a) /anMaU)%gb(a)dada.

Alors on a

= Ooe_’\lam a)l(a)da o OOm a e~ Mo “g(a) o)doda
o= [ (@t@daat [ [ fdalo)doda
()
(o)

¢</ eiAlamg(a)f(a)daa—i—/ mg(a)/ e Mi(a=o) ) Ha ¢(o)doda,
0 0 0 (o

ce qui montre que (o, ¢) < Ka(a, $). On peut conclure que r(Ky) = RO,Q > 1.
On sait alors que Ry > 1 si et seulement si Ry > 1. De la méme maniére, on
peut montrer que Ry < 1 si et seulement si Ry < 1. O

Remarquons que si RO,Q < 1 < Ry, alors la population envahissante avec
une faible fécondité peut croitre mais sa prévalence tend vers 0 (extinction rela-
tive). Inversement, si Ry < 1 < ROQ, alors la population envahissante avec une
faible fécondité décroit, mais sa prévalence augmente dans le systéme normalisé
(endémicité relative).
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6.4 Stabilité de la solution exponentielle avec une faible
fécondité

Considérons maintenant la stabilité de la solution exponentielle avec une
faible fécondité, qui correspond a 1’équilibre w* = we = (0, ¢2) dans le systéme
normalisé. Dans ce cas, le systéme linéarisé (I7) se réduit a

8(1 (ta a‘) Cl (ta a‘)

5+ g = —u(a)(ta) — e(a)Guta),
642(;? a) n C2g(;a) = —pu(a)Ga(t, a) + e(a)G (¢, a),

Gi(t,0) = /m1 )1 (t, a)da
A(1,0) /mz )Ca(t, a)da (33)

a) 2/0 B(a,o)ca(o)do

Le systéme (B3) est un modéle bien connu de population avec plusieurs
types [14] qui a la solution exponentielle triviale e*2¢(0, cz(a)). D’aprés la théo-
rie de la stabilité de la section 4, pour montrer la stabilité locale de la solution
e*2(0, ca(a)), il suffit de vérifier que le générateur linearisé By := A + F'[ws] a
une croissance exponentielle asynchrone avec un taux de croissance intrinséque
Ao tel que limy_ o e_’\QtT(t) = P soit un opérateur de rang un. Si Ag est la
racine simple et dominante du systéme a plusieurs états (29), ce résultat d’er-
godicité forte a déja été démontré en utilisant la théorie des populations stables
a plusieurs états [1T} [14].

Définissons la reproductivité démographique R4 par le rayon spectral de la
matrice de prochaine reproduction

ou

K = /Ooo\Il(a)da,

ot ¥(a) := M(a)L(a), M est matrice de fécondité donnée par

= (" )

et L(a) est une matrice de survie donnée par la solution matricielle de L'(a) =
Q(a)L(a), avec L(0) = I (I désigne la matrice identité) et
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Alors ’équation caractéristique est

det (I - /O h e_’\“\If(a)da)

- <1_ /0 h e—mml(a)e(a)e-fo“6<z>d2da> <1— /0 h e_’\“mg(a)é(a)dLL).

Posons
Yro= {)\ eC:1= /000 e my (a)l(a)e” o 6(Z)”lzda} NA,
et soit
Y= {)\ € C: det (I — /Ooo e_’\“\I/(a)da> = o} = (MeNA)UXL o,

I’ensemble des racines caractéristiques du modéle de population & plusieurs états
B3). Alors le taux de croissance intrinséque A\ (le paramétre malthusien) du
modéle stable & plusieurs états est donné par la racine caractéristique dominante
de X1, et on a la relation signe(\;) = signe(Rq — 1).

D’aprés le raisonnement standard pour ’équation caractéristique de Lotka,
il existe une racine réelle dominante A3 € Xy o telle que Rz < A3 pour tout
z€3r2\{As}.

Lemme 6.9. Supposons que A3 > —p. Alors A3 € [\ — |Bloo, M1[ et Ag =
max{)\3,)\2}.

Démonstration. L’inégalité A3 < Aj est une conséquence directe de la définition.
Comme €(a) < |f]co, On a
oo
1> / e my (a)l(a)e1Pl=dq
0
pour A € ¥ oNR, ce qui implique que A+ [Bloc > A1. Ainsi Az € (A1 —|Bloc, M1]-
Comme )\, est la valeur propre dominante dans X1, on a A\q = max{As, Ao}. O

En utilisant un raisonnement semblable & celui du lemme [6.5] on obtient
que o(B3) N A = P,(B2) N A = X1, N A. Définissons l'indice d’invasion pour la
population avec une fécondité élevée Ry par

R, = / i (@)(a)e—2= I <)o g, (34)
0

Les individus susceptibles sont les envahisseurs de la population avec une fécon-
dité faible, donc la dynamique linéarisée de leur prévalence est donnée par

a<1 (ta a‘) Cl (ta a‘)
o " oa

¢1(t,0) = /000 m1(a)i(t, a)da,

= —(A2 + p(a))Ci(t,a) — e(a)Ci(t, a),
(35)
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Puisque (B3] est un modéle bien connu de population stable, sa reproductivité
est donnée par (34)). Notez que R; est une fonction décroissante de 3. Les racines
caractéristiques de (B3] sont données par

{)\ €eC:1= / e” MRy, (a)f(a)e™ Jo €(Z)dzda} )
0

et le paramétre malthusien est A3 — Ao. Il est positif si R; > 1; il est négatif si
R; < 1.
On a le résultat suivant.

Proposition 12. 5i Ry < 1, alors la solution exponentielle avec une fécondité
faible e*2twsy est localement stable, tandis qu’elle est instable au sens de Hadeler
st Ry > 1.

Démonstration. Posons
F(N) ::/ ma(a)l(a)e 2 Jo (@)do gy,
0

Alors F(M\), A € R, est une fonction décroissante. Comme F(XA3) = 1, on a
A3 < Ao si Ry = F(\2) < 1. Alors Ay = Ag, donc Th(t) = eP2t ¢ > 0, a une
croissance exponentielle asynchrone avec un taux de croissance intrinséque As.
La solution exponentielle e*2*ws est donc localement stable au sens ol ws est
localement asymptotiquement stable dans le systéme normalisé. Si R; > 1, alors
A2 < A3 = Agq. Donc le systéme linéarisé a pour parameétre malthusien A\g > Ao
et la solution exponentielle triviale e*2ws, est instable. O

On doit remarquer que la reproductivité de ’équation variationnelle

aCI (tv a) Cl (tv a)
o oa

G(t,0) = /000 mi(a)¢1(t, a)da,

= —pu(a)éi(t, a) — e(a)i(t, a),
(36)

est donnée par

Ry :/ my(a)l(a)e™ Jo <47 qq, (37)
0

Premiérement, notons que Ry = Ro,l, qui est la reproductivité de la popu-
lation avec une fécondité élevée prés de I’équilibre complétement infecté dans le
systéme normalisé. Si Ro,l <1< Rpi,onal < A3 < Ay. Dans ce cas, I’équi-
libre complétement infecté est localement stable dans le systéme normalisé, mais
le nombre de personnes susceptibles (la population avec une fécondité élevée)
croit (extinction relative). Inversement si Ro,l <1< Rpi,onald <A<0
et ’équilibre complétement infecté est instable dans le systéme normalisé. Mais
le nombre de personnes susceptibles (la population avec une fécondité élevée)
décroit (endemicité relative).
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Deuxiémement, notons que la condition Ay — Ay > |f| est suffisante pour
que Ry > 1. Si Ay — A2 > |B|oo, alors

Ry > / my(a)l(a)e” PetlBl=lagy > / my(a)l(a)e  da = 1.
0 0

Donc si la différence entre les taux de naissance pour les populations avec une
fécondité élevée ou faible est est suffisamment grande pour une méme mortalité,
alors la population stable avec une fécondité faible peut étre déstabilisée par
I'invasion d’individus avec une fécondité élevée et une croissance exponentielle
simultanée peut se produire, bien que l'unicité et la stabilité de la solution
exponentielle avec coexistence soit un probléme ouvert.

7 Exemples numériques

Faisons ’hypothése d’un mélange séparable, 8(a,b) = 1(a )62( ). Alors le
noyau (29) est de la forme k(a,b) = f1(a) g1(b) + f2(a) g2(b), o

fi(a) = c1(a)Bi(a),

/ 62 Z) —A1(oc—b) do

fa(a) = cr(a)Br(a),

I3 Ba(o) b(o 7A1‘7d0 / O') (o
b) = _Jo HI) —rile-b) gy
92(0) = 1— [, ma(0) l(o) e M17do malo (b) ?

Le rayon spectral Rs de 'opérateur Ko est égal au rayon spectral d’une matrice

d’ordre 2 : ~ o
Jo fi@)gi(a)da  [§7 fa(a) gi(a) da

fooo f1(a) g2(a) da fooo fa(a) g2(a) da
Supposons que p(a) = 0,02,

0 sinon, 0 sinon.

0,15 si 20 < a < 40, 0,07 si 20 < a < 40,
mi(a) = , ma(a) =

Alors A1 ~ 0,0180 et Ay ~ —0,00859. Supposons que S(a,b) = f1(a) B2(b) avec

b sia <50, 1 sia <50,
Br(a) = { 0 sinon, Ba(a) = { 0 sinon,

ou le parameétre b = || varie. La figureBlmontre comment Ry et Ry dépendent
de b. On voit qu’il y a une plage de valeurs pour b ol les deux nombres sont au-
dessus de 1, de sorte qu’une fraction susceptible et une fraction infectée peuvent
coexister.

Posons N (¢ fo p1(t,a) da et No(t fo pa(t, a) da. La figure @ montre
deux exemples (b = 0,03 et b=0,04) ou les deux fractions coexistent et la popu-
lation totale croit ou décroit asymptotiquement. Dans les deux exemples, Ry > 1
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et Ry > 1; la condition initiale est p1(a) = 100 e~ et pa(a) = p1(a)/2. Si l'on
compare avec la colonne de gauche de la figure Bl o Ao < 0, le résultat serait
semblable & la figure du haut pour b = 0,005, & celle du milieu pour b = 0,02 et
a celle du bas pour b = 0,08. Donc la figure @ montre deux cas supplémentaires
qui ne peuvent pas se produire lorsque les coefficients ne dépendent pas de 1’age.

2.51

Ry

1.51

1 \

0.51

b

0 T T T T T T T g
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

FIGURE 3 — Ry et Ry en fonction de b = |-
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