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Résumé

Une adaptation de la définition de la reproductivité nette Ry aux modeéles
a coefficients périodiques en temps a été suggérée il y a quelques années.
Mais son interprétation biologique n’a pas été éclaircie. On montre dans
cet, article qu’en démographie, ce Ry est le rapport asymptotique entre
les naissances dans deux générations successives de I’arbre familial. En
épidémiologie, c’est le rapport asymptotique entre les nouvelles infections
dans deux générations successives de 'arbre d’infection. On compare ce
résultat avec d’autres travaux récents.

1 Introduction

La saisonnalité est un aspect important de la démographie animale ou végé-
tale et de certaines parties de I’épidémiologie, par exemple I’étude des maladies
A vecteurs et des maladies & transmission aérienne. A la suite de la tentative de
Heesterbeek et Roberts (1995), on a proposé il y a quelques années une adapta-
tion de la définition de la reproductivité nette Ry aux modeéles en temps continu
qui sont périodiques en temps (Bacaér et Guernaoui, 2006). L’idée était de se
focaliser sur I’équation de renouvellement satisfaite par le nombre de naissances
par unité de temps S(¢) (ou par l'incidence de la maladie en épidémiologie) :

5) = [ K)ot —a)do. 1)

Le noyau K (t, ), qui peut étre une matrice, est T-périodique par rapport a
t pour les modeles avec saisonnalité. La reproductivité nette Ry était définie
comme le rayon spectral de I'opérateur

L u(t) — /Ooo K(t,2) ult — z) dz @)
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sur I’espace des fonctions continues T-périodiques. En conséquence, ce Ry coin-
cide avec la définition familiere de Ry comme rayon spectral de la matrice
de prochaine génération pour les modeles sans saisonnalité (Diekmann et al.,
1990); la position de Ry par rapport & 1 détermine si la population sera ul-
timement croissante ou décroissante; pour le modele saisonnier le plus simple
dp/dt = a(t)p(t) — b(t)p(t), ou la fécondité a(t) et la mortalité b(t) sont des
fonctions T-périodiques, la fonction S(t) = a(t)p(t) vérifie (1) avec le noyau
K(t,z) = a(t) exp(— ftt_w b(s)ds) et le rayon spectral Ry de (2) est égal a
(Jo a(t)de)/(Jy b(t)de).

Bacaér et Guernaoui (2006) ont appliqué ces idées & un systéme couplé
d’équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles. Apres cela, des
travaux se sont intéressés a Ry pour diverses classes de modeles de population
périodiques : des équations différentielles ordinaires (Bacaér, 2007; Wang et
Zhao, 2008; Bacaér et Gomes, 2009), des applications particulieres se trouvant
également chez Gedeon et al. (2010), Parham et Michael (2010) et Wesley et al.
(2010) ; des équations différentielles & retard (Bacaér et Ouifki, 2007; Bacaér et
Abdurahman, 2008) ; d’autres modeles de dimension infinie (Thieme, 2009) ; des
modeles impulsifs (van den Berg et al., 2011). De nombreux travaux étudient
aussi la persistance en utilisant ce Ry : voir Rebelo et al. (2012) et les références
citées. Mais aucune de ces références ne dit quoi que ce soit sur la signification
biologique de Ry dans un cadre périodique.

Bacaér (2009) a étudié le cas des modeles en temps discret T-périodiques de
la forme p(t +1) = (A(t) + B(¢))p(t), ou A(t)p(t) est le terme de naissance et T’
est un nombre entier, en utilisant le méme type d’équation de renouvellement.
La reproductivité nette Ry était définie comme le rayon spectral de 'opérateur

u(t) — Z K(t,z)u(t — x)

sur l'espace des fonctions continues T-périodiques, avec K(t,z) = A(t)B(t —
1)B(t —2)---B(t —x +1). Alors Ry est aussi le rayon spectral de la matrice
Q=AB"1 ou
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dans lequel I figure la matrice identité. Bacaér (2009§3.4) a suggéré sans don-
ner plus de détails que la matrice ) était une sorte de matrice de prochaine



génération, a condition que la saison de naissance soit comprise dans ’espace
d’état.

La question du calcul de Ry pour des modeles avec saisonnalité a connu un re-
gain d’intérét lors de la < pandémie > de grippe HIN1 en 2009. D’apres la théorie
standard en épidémiologie mathématique (dans un environnement constant), il
aurait suffi que les gouvernements commandent un nombre de doses de vaccin
pour une fraction 1 — 1/Ry de la population. Une surestimation de Ry conduit
a des millions de doses de vaccin inutilisées, tandis qu’une sous-estimation peut
faire échouer le controle de 1’épidémie. Cependant les estimations publiées au
début de I’épidémie a la fin du printemps et au début de 1’été 2009 ne tenait
pas compte de la saisonnalité, alors qu’elles étaient supposées aider a prévoir si
I’épidémie continuerait durant I’été (lorsque les écoles sont fermées) et & prédire
la taille d’'une possible seconde vague a 'automne ou en hiver. Bizarrement de
nombreux gouvernements, comme ceux du Royaume Uni, de la France et des
Pays-Bas, n’ont finalement pas basé la taille de leurs commandes de vaccins sur
des estimations de Ry : ils ont commandé bien plus de doses de vaccin que s’ils
avaient appliqué la < régle du 1 — 1/Ry >, et bien plus qu’il n’était finalement
nécessaire (Assemblée Nationale, 2010).

Néanmoins, pour faciliter de possibles applications de la théorie du Ry
périodique ci-dessus & des probléemes réels de santé publique, Bacaér et Ait
Dads (2011) ont essayé d’éclaircir 'interprétation biologique de Ry pour des
modeles saisonniers. Retournons au vocabulaire de la démographie. Soit 3(n,t)
le nombre de naissances par unité de temps dues a la génération n au temps t.
Il vérifie I’équation de renouvellement

B(n—f—l,t):/o70K(t,x)ﬁ(n,t—x)d:c, (t > to), (3)

ou to est le temps initial. Lorsque K (¢, ) est une fonction scalaire, le nombre
total de naissances dues a la génération n, c’est-a-dire la taille de la génération
n + 1, est donné par g(n) = ftzo B(n,t)dt. Noter cependant que les fonctions
t — B(n,t) dans (3) ne sont pas périodiques. Donc le lien entre g(n) défini par (3)
et la définition de Ry comme rayon spectral de I'opérateur (2) n’est pas évidente.
Bacaér et Ait Dads (2011) ont montré que limsup {/g(n) = Rg, ce qui suggere
que Ry peut étre interprété comme un taux asymptotique de croissance par
génération mais dans un sens faible. Le résultat plus fort lim {/g(n) = Rp n’a
été obtenu que pour le modele périodique le plus simple, ot dp/dt = a(t)p(t) —
b(t)p(t), a(t)p(t) étant le nombre de naissances par unité de temps.

Par ailleurs, une définition différente de < Ry > a été proposée récemment
dans le cas périodique, avec une interprétation différente et des propriétés diffé-
rentes. Cette approche se trouve déja chez Hunter et Caswell (2005, appen-
dice), Caswell (2009, p. 1772-1773) et Ackleh et Chiquet (200952.2). Elle a été
généralisée par Cushing et Ackleh (2011). Voir aussi Ackleh et al. (2011) et Cas-
well (2011). Enfin la définition habituelle de Ry pour les modeles autonomes a
aussi été récemment critiquée (Li et al., 2011).

Pour renforcer l'interprétation de notre définition de Ry et pour aider le
lecteur a juger des avantages et des désavantages des différentes approches, on



améliore tout d’abord les résultats de Bacaér (2009) et Bacaér et Ait Dads
(2011) en montrant dans le présent article que g(n + 1)/g(n) — Ry quand
n — 400 dans des conditions assez générales. Ainsi Ry est le rapport asymp-
totique des naissances dans deux générations successives, en suivant la méme
terminologie que dans l'article original qui a introduit la notation Ry (Dublin
et Lotka, 1925). En épidémiologie, les naissances doivent étre remplacées par les
nouvelles infections. Ceci est démontré pour des modeéles en temps discret dans
la section 2 et pour des modeles en temps continu dans la section 3, les détails
figurant dans les appendices A et B. On peut trouver dans un article récent de
Inaba (2012) une comparaison entre la démonstration de 'appendice B et une
autre preuve essentiellement équivalente. La section 4 se focalise sur une autre
interprétation de Ry, comme le minimum par lequel il faut diviser les < coeffi-
cients de reproduction > pour conduire la population a ’extinction, ceci dans le
cadre en temps discret. Une remarque porte sur le cas des modeles périodiques
en temps continu avec diffusion spatiale. L’interpretation de la section 4 est
particulierement utile pour les applications en épidémiologie puisqu’elle montre
que notre approche donne le seuil critique 1 —1/ Ry pour la couverture vaccinale.
L’estimation de cette couverture vaccinale minimale et I'une des principales ap-
plications concretes de la notion de reproductivité nette. On compare dans la
section 5 notre approche avec celle adoptée par Cushing et Ackleh (2011).

2 Ry et la matrice de prochaine génération en
temps discret

Notons p(-) le rayon spectral d’une matrice. Pour un vecteur réel w quelle
que soit sa taille, on pose [|w|| = >_, |w;|. La période est notée T' (T' > 1) ; c’est
un entier, par exemple T' = 12 pour un modele saisonnier avec un pas de temps
d’un mois. Soient A(t) et B(t) des matrices carrées a coefficients positifs ou nuls
T-périodiques par rapport a ¢. La matrice A(t) représente la reproduction, B(t)
la survie. Posons

M(t) = A(t) + B(t).

Supposons que le vecteur de population au temps ¢ vérifie ’équation
pt+1) = MEp(t) ¥t =t

avec la condition initiale p(tg) au temps tg, qui est un vecteur colonne & coeffi-
cients positifs ou nuls. Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 < ty <
T—1.Posons g =ty —1sitg#0et 7o =T — 1 sity =0, de sorte que 7y est
la saison précédant I'instant ¢y : cette notation sera utile dans la définition de p
ci-dessous. Appelons <« compartiments > les différentes composantes du vecteur
de population p(¢).

On suppose que p(B(T'—1) --- B(1)B(0)) < 1:la population s’éteint s’'iln’y a
pas de reproduction. Pour que la matrice de survie B(t) ait un sens biologique,
on devrait aussi supposer que max;y . B;j(t) < 1 pour tout t. Mais cette
hypothese ne sera pas utilisée dans la suite.



Supposons que la population initiale au temps tog appartienne a la génération
0. Soit 7(n,t) la population appartenant & la génération n au temps t, donnée
pour tout ¢ > tg et tout n > 0 par

W(Oato) :p(tO)v T‘—(Ovt'i_ 1) = B(t) W(Ovt)v (4)
m(n+1,t) =0, wn+1,t+1)=A{)7(n,t)+BEt)w(n+1,t). (5)

Ainsi ) oo 7m(n,t) = p(t) pour tout ¢ > ty. De la méme maniere, soit 3(n,t) le
vecteur des naissances dues a la génération n entre les temps t et ¢ + 1, donné
pour tout t > tg et tout n > 0 par

Bn,t) = A(t) m(n, ). (6)

Disons qu'un nouveau-né est né dans la saison 7 s’il est né entre les temps 7 et
7+ 1 modulo T'. Soit

0 si tc<7<T -1
G(n,T):Zﬁ(n,T—i—qT) avech:{l g OOS_T S_to—l (7)

9>qr-

le vecteur des naissances dues a la génération n dans la saison 7. Définissons les
< grands > vecteurs colonnes G(n) et p a partir des < petits > vecteurs colonnes
G(n, 1) et p(tog) par

0

G(n,0) :

~ G(n,1) 0
G(n) = : ) I/)\: p(to) )

G(n, T —1) 0

0

ou p(ty) est dans la < ligne » 79 et ou 0 figure des vecteurs nuls; les < lignes > des
différents blocs sont numérotés de 0 & T'— 1. G(n) est le vecteur des naissances
dues a la génération n structuré par les saisons pendant lesquelles ont lieu les

naissances. Soit R
g(n) =1IGm)|| =>_ [B(n.1)|

t>to

le nombre des naissances dues a la génération n, c’est-a-dire la taille de la
génération n + 1.

Rappelons que les matrices A, B et = AB~! sont définies dans la section 1
et que Ry = p(Q) comme chez Bacaér (2009). Etant données toutes ces notations
et remarques préliminaires, on arrive a :

Proposition 1 Pour tout n > 0, on a é(n) = Q" p. Ainsi la matrice Q
peut étre interprétée comme une matrice de prochaine génération, la saison de
natssance servant comme type structurant additionnel.



Démonstration. Voir I'appendice A.

Corollaire 1 Si la matrice Q) est primitive, si U est un vecteur propre d droite
et V' un vecteur propre a gauche de ) associé a Ry, si p(ty) # 0, alors
(V.p)

Gn) ~ (Ry)"22LU et g(n +1)

— R
n—+oo <V, U> g(n) n—-+oo 0

ot (-, ) désigne le produit scalaire usuel de vecteurs réels. Ainsi la reproductivité
nette Ry peut étre interprétée comme la rapport asymptotique des naissances
dans deux générations successives. Elle est indépendante de la condition initiale
et de linstant initial tg.

Remarques.

— Rappelons que si R > 0 est une constante et si (u,) est une suite de
nombres réels strictement positifs, alors w,4+1/u, — R implique que {/u,, —
R (Hardy, 2007, chapitre IX). Donc le corollaire 1 implique que {/g(n) —
Ry. Rappelons que la réciproque de < up4+1/u, — R implique /u, —
R > n’est pas vraie : prendre par exemple la suite u,, = 2"(2 + (=1)"),
pour laquelle {/u,, — 2 tandis que up41 /u,, oscille entre deux valeurs et
n’a donc pas de limite. Par exemple, si la matrice 2 dans la proposition 1
est irréductible mais pas primitive, le rapport g(n+ 1)/g(n) peut osciller.

— Bacaér (2009) a déja montré que la matrice B est inversible et que B~! et
) sont des matrices a coefficients positifs ou nuls, comme il se doit. Plus
précisément, pour tout 7 et o, posons Y(r,0) = [ siT < o et Y(r,0) =
B(r)B(tr —=1)---B(o) si 7 > o. Posons Z(c) = Y(0,0 — T + 1). Alors
Bacaér (2009) montre que €2 est une matrice par blocs (2(7,0))o<r,o<7-1
avec

Q0 [ AT -Z(r-1)"tY(r—1,0+1) si0<o<7-—-1,
(T’U)_{ AT -2Z(r=1)'Y(r—1,0-T+1) sit<o<T-1.

Avec cette notation, la proposition 1 montre que Q; ;(7,0) est le nombre
moyen d’enfants nés a la saison 7 dans le compartiment ¢ d’un individu né a
la saison o dans le compartiment j, comme suggéré par Bacaér (2009§3.4).

— La proposition 1 peut étre généralisée au cas ot les M (¢) sont des opérateurs
linéaires dans des espaces de Banach ordonnés (Thieme, 2009).

— Si les matrices A(t) et B(t) pour 0 < ¢t < T — 1 ne dépendent pas du
temps ¢ (appelons les A et B), alors le rayon spectral de la matrice Q
est égal au rayon spectral de A(I — B)~!, comme dans la théorie pour
le cas autonome (Caswell, 2001). Pour une démonstration, voir le dernier
paragraphe de I'appendice A.



Exemple. L’exemple le plus simple est celui ol le vecteur de population p(t)
et les matrices A(t) et B(t) sont des scalaires et ou T' = 2. Alors

— A(0)B(1 A0
0— A0) 0 —B(0) 1 ' _ 1_2()0)2()1) 1—386)3381)
0 A1) 1 —B) A _Ampe) |-

T-B(0)B(1) I-B(0O)B(D
(8)

Un individu né a la saison 0 a en moyenne A(1) enfants pendant le premier
pas de temps, A(0)B(1) enfants pendant le pas de temps suivant puisque B(1)
est la probabilité de survivre a la saison 1, puis A(1)B(0)B(1) enfants, puis
A(0)B(1)B(0)B(1) enfants, etc. Donc cet individu a

A(0)B(1) + A(0)B(1)B(0)B(1) + - - - = %
enfants nés a la saison 0 et
A(1)+A(1)B(O)B(1)+...:%

enfants nés a la saison 1. C’est ce qu’indique la premiere colonne de 2. De méme,
. e N . A(0) N
on peut vérifier qu'un individu né a la saison 1 a =B B enfants nés a la

saison 0 et %

colonne de €.

La matrice Q2 donne le nombre moyen de petits-enfants nés a la saison 0
et a la saison 1 (premiere et seconde ligne) d’un individu né & la saison 0 ou
a la saison 1 (premiere et seconde colonne). La matrice 23 donne le nombre
d’arriere-petits-enfants de la méme maniere, etc.

Quant a linterprétation de Ry, imaginons par exemple que 'on démarre
avec un individu, < Pancétre », né & la saison 0 (donc to = 1 et p(tg) = 1). Le
nombre de ses enfants, g(0), est la somme de la premiere colonne de €2, c’est-a-

dire g(0) = %. Le nombre de petits-enfants, g(1), est la somme de la
premiere colonne de 2. Le nombre d’arriere-petits-enfants, g(2), est la somme
de la premiere colonne de Q3, etc. La proposition 1 montre que g(n + 1)/g(n)
converge vers Ry, le rayon spectral de () : arbre familial croit asymptotiquement
comme (Rp)™. Sil’ancétre était né & la saison 1, g(n + 1)/g(n) aurait convergé

vers le méme Ry.

enfants nés a la saison 1, comme indiqué dans la seconde

3 Ryet ’opérateur de prochaine génération pour
les modeles en temps continu

Les systemes linéaires d’équations différentielles (avec ou sans retard) en dy-
namique des populations et les systemes linéaires d’équations aux dérivées par-
tielles structurées par age de McKendrick et von Foerster peuvent en général étre
reformulés comme des équations intégrales de renouvellement pour le nombre
de naissances par unité de temps.



Dans cette section, la période T est un nombre réel positif. Supposons que
le nombre de naissances par unité de temps S(n,t) dues & la génération n au
temps t vérifie pour n > 0 et ¢ > ty ’équation de renouvellement

ﬂ(n+1,t)_/0OK(t,a:)ﬂ(n,t—x)daz, 9)

ou K(t,z) est une matrice carrée a coefficients positifs ou nuls, continue, T-
périodique par rapport a t et telle qu’il existe ¢ > 0 et v > 0 pour lesquels
K; j(t,xz) < ce” 7 pour tout i,j. Soit

G(n,7) = Z B(n,T+¢T) avec g, =

q>4q-

i <
{0 si to<71T<T (10)

1 si 0<7 <1

le nombre de naissances par unité de temps dues a la génération n au temps 7
modulo T, ¢’est-a-dire & la saison 7. Etendons la fonction G (n, ) par périodicité
a toutes les valeurs réelles de 7. Le nombre total de naissances g(n) dues a la
génération n est donné par

T (o'
o(n) = / 1G(n, 7| dr = / 18(n. )| dt . (11)

La proposition suivante est analogue a la proposition 1 et au corollaire 1.

Proposition 2 Pour tout n > 0 et tout 7, on a
Gn+1,7)= / K(r,2) Gln,7 — ) dx .
0

Si Vopérateur intégral L, donné par (2) et défini sur l’espace des fonctions conti-
nues T-périodiques, est fortement positif, si Ry est son rayon spectral et si 5(0,1)
n’est pas identiquement nul, alors

7g(n+1) — Rop.
g(n) n—+oo

Donc la reproductivité nette Ry peut une nouvelle fois étre interprétée comme
le rapport asymptotique des naissances dans deuxr générations successives.

Démonstration. Voir I'appendice B.

Remarques.

— Rappelons qu’un opérateur linéaire est fortement positif s’il associe a
toute fonction positive ou nulle non triviale une fonction strictement posi-
tive. L’espace des fonctions continues T-périodiques est muni de la norme
[|f]looc = max; max{|f;(7)]; 0 <7< T}.



— Si K(t,x) ne dépend pas de t, notons le K(x). Alors Ry est aussi le
rayon spectral de la matrice de prochaine génération fooo K(x)dx (Bacaér
et Guernaoui, 2006). Si cette matrice est primitive, alors Ry est le rap-
port asymptotique des naissances dans deux générations successives. Noter
que le fait de considérer le rapport asymptotique n’est pas spécifique des
modeles périodiques en temps : c’est déja le cas pour les modeles auto-
nomes structurés (une remarque similaire aurait pu étre faite dans le cas du
temps discret). Cependant, si K (x) est un scalaire, alors Ry = fooo K(x)dx
et g(n+ 1) = Ryg(n) : Ry n’est pas simplement le rapport asymptotique
mais aussi le rapport exact entre les naissances de deux générations succes-
sives. Dans ce cas, la définition habituelle de Ry en épidémiologie comme
nombre moyen de cas secondaires infectés par un premier cas est justifiée.

— La proposition 2 se généralise au cas des noyaux K(t,x) qui sont des
opérateurs linéaires dans des espaces de Banach ordonnés, comme dans le
cas des modeles épidémiques avec age ou espace continu (Thieme, 200986).

Exemple 1. Soit A(t) et B(t) des fonctions matricielles T-périodiques conti-
nues. Supposons que A(t) soit a coefficients positifs ou nuls pour tout ¢ et que
les coefficients hors diagonale de B(t) soient négatifs ou nuls. Supposons comme
Wang et Zhao (2008) que la population vérifie dans Papproximation linéaire
le systeme d’équations différentielles % = (A(t) — B(t))p(t), A(t)p(t) étant le
vecteur des naissances par unité de temps, avec la condition initiale p(tg) &
composantes positives ou nulles au temps ¢y (0 < tg < T'). On suppose que le
systeme périodique matriciel 42 = —B(t)z(t) avec la condition initiale 2(0) = I
(la matrice identité) soit tel que p(z(T)) < 1. Autrement dit, le multiplica-
teur de Floquet dominant est strictement inférieur a 1; la population finit par
s’éteindre s’il n’y a pas de reproduction. Supposons que la population initiale au
temps to appartienne & la génération 0. Soit 7(n,t) la population appartenant
a la génération n au temps ¢, donnée pour tout t > ¢y et tout n > 0 par

7(0,10) = plto),  TT(0,1) = ~B(t) 7(0,1) (12)
w(n+ 1,t0) = 0, Z—j(n Y18 = A(f) w(n,t) — Bi)w(n+1,8).  (13)

Ona}; .,m(n,t) = p(t) pour tout t > to. Soit §(n,t) le vecteur des naissances
par unité de temps dues a la génération n au temps ¢, donné pour tout ¢ > ty et
tout n > 0 par 8(n,t) = A(t) m(n,t). Considérons la fonction matricielle ®(7, o)
telle que pour tout 7 > o, ‘g—f(r, o) = —B(1)®(1,0) et ®(0,0) = I. Alors
(13) implique que S(n,t) satisfasse & une équation de renouvellement (9) avec
le noyau K (t,z) = A(t) ®(t,t — z) vérifiant les hypotheses préliminaires de la
proposition 2. Pour mettre en évidence la similitude avec la proposition 1 dans
ce cas, la proposition 2 peut aussi s’écrire G(n+1,-) = LG(n,-), ou L = AB™!
et les opérateurs A et B sont comme chez Thieme (200985) : (Au)(7) = A(T)u(T)
et (Bu)() = 2 + B(7) u(7). La démonstration donnée dans 'appendice A pour
les modeles en temps discret peut étre adaptée pour obtenir une démonstration



de la proposition 2 pour les modeles d’équations différentielles ordinaires qui est
plus simple que la démonstration générale donnée dans ’appendice B.

Exemple 2. Soit a(t) et b(t) des fonctions strictement positives T-périodiques
scalaires. Considérons le modele dp/dt = (a(t) — b(¢))p(¢), a(t)p(t) étant & nou-
veau le nombre de naissances par unité de temps, avec la condition initiale p(to).
Ceci n’est qu'un cas particulier de I'exemple 1. Ici

K(t,7) = a(t) exp (- /t tx b(s) ds) .

Bacaér et Guernaoui (2006, section 5) ont montré que Ry = fOT a(t)dt/ fOT b(t) dt
et que U(t) = a(t )efot[a(s)/R“*b(s)]dS est une fonction propre de Popérateur L
associée a Ry. Considérons le produit scalaire (u, v) fo t) dt pour toutes
les fonctions T- per10d1ques continues u(t) et v(t ) L’ adJ01nt de 1’operateur L est
donné par (L*v)(t) = [;° K'(t + z,2)v(t + x)dx, ot K'(t,x) est dans le cas
général la transposee de K (t,z). Les fonctions propres positives de L* associées
avec la valeur propre Ry vérifient (L*V)(t) = Ro V(t). En prenant la dérivée de
cette équation intégrale comme Bacaér et Guernaoui (2006, section 5), on obtient
—dV/dt = (a(t)/Ro — b(t))V (t). Donc les fonctions propres sont proportionelles
A V(t) = e Jolal)/Ro—b()lds - Gomme noté par Inaba (2012), la théorie des
opérateurs positifs et la proposition 2 impliquent que

T
G007, o (o) B DS R O e (14)
n S fO dt

Mais puisque 7(0,t) = e~ Jig bs) ds p(to), on vérifie facilement que G(0,t) =
(Lgto)( t) p(to), ou gto est l'extension T- périodique de la mesure de Dirac en
t = to. Donc fo t) G(0,t)dt = fo (L*V)() 8, (t) dt p(to) = Ro V(o) p(to).
En résumé, (14) montre que

ST la(t)/Ro—b(t)] dt
a(r)e’to
G(n,7) ~ (Ro)"* p(to)
e I a(t)dt

ce qui implique que

fto a(t)/Ro—b(t)] dt dr

T p(to) - (15)

)~ n+1 foTa
g9(n) (Ro) ) dr

n—-+oo fO

Ce dernier résultat asymptotique peut étre vérifié dans des exemples numériques
particuliers : calculer d’abord 7(n,t), soit en résolvant le systeme (12)-(13) soit
directement en utilisant la formule

mln,t) =e” i b(s) ds i' (/t a(s) ds)np(to)

n. to
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démontrée par Bacaér et Ait Dads (2011, lemme 4) ; puis se rappeler que g(n) =
ftio a(t) m(n,t) dt. La formule (15) est plus précise que les inégalités c1(Rp)" <
g(n) < c2(Rp)™ obtenues par Bacaér et Ait Dads (2011, p. 749). L’exemple 2
est lié a la linéarisation de nombreux modeles épidémiques de type SIS ou SIR
pres de I'état sans maladie; alors p(t) = I(t).

Exemple 3. Considérons le systeme de McKendrick et von Foerster

9 O _ _ _/°°
5 By b(t,z)p(t,z) , p(t,0)= ; a(t,z) p(t,r)dz

ou a(t,x) et b(t,z) sont des fonctions positives, scalaires et T-périodiques par
rapport & ¢. Alors le nombre de naissances par unité de temps p(t,0) vérifie
une équation de renouvellement de noyau K (t,z) = a(t,z) exp(— [; b(t — z +
y,y) dy). Donc la reproductivité nette Ry est le rayon spectral de I'opérateur
intégral (2) avec le noyau K (¢, x) et c’est le rapport asymptotique des naissances
dans deux générations successives. Noter qu’il existe une différence importante
entre les exemples 1 et 3. Dans le premier exemple, Ry était le rayon spectral
de l'opérateur L = AB~!, qui est aussi le rayon spectral de 'opérateur B~ A;
cette derniere approche est celle de Wang et Zhao (2008). En revanche, il n’y a
pas de telle décomposition pour 'opérateur L de ’exemple 3.

4 Une autre interpretation de R

Retournons au cas du temps discret de la section 2. Il est important de noter
que la matrice de prochaine génération €2 et son rayon spectral Ry dépendent
linéairement de la famille de matrices A(t) : si on note Q(u) et Ro(x) la ma-
trice de prochaine génération et la reproductivité nette du modele ou toutes
les matrices A(t) ont été divisées par p, alors Q(u) = Q/u et Ro(u) = Ro/p
(une remarque similaire pour un modele périodique particulier en temps continu
se trouve chez Bacaér (2007, p. 1073,1079)). Ainsi Ro(p) < 1 si et seulement
si p > Ry. La reproductivité nette Ry s’interprete comme effort de controle
minimal sur les termes de < reproduction > pour amener la population a I’ex-
tinction. C’est précisément a cause de cette propriété que Ry est si souvent uti-
lisé en épidémiologie. Dans ce contexte le modele p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t),
ou A(t)p(t) est 'incidence de la maladie, est la linéarisation pres de 1’équilibre
sans maladie d’'un modele épidémique non linéaire (Allen et van den Driessche,
2008). Les matrices A(t) sont des matrices de transmission tandis que les ma-
trices B(t) contiennent tous les autres termes : mort, guérison, migration.. ..
En particulier, puisque les matrices A(t) sont d’habitude proportionnelles & la
population susceptible dans 1’état sans maladie, conséquence de la < loi d’action
de masse > supposée pour l'incidence, on voit que I’éradication de la maladie se
produit lorsque la population susceptible est réduite d’un facteur plus grand que
Ry. Donc la couverture vaccinale minimale est 1 —1/Ry dans un environnement
périodique comme dans un environnement constant.

11



La proposition 3 ci-dessous présente une maniere quelque peu différente de
formuler cette interprétation de Ry, semblable au cas des équations différentielles
ordinaires de Wang et Zhao (2008), mais que I’on démontre avec un argument de
log-convexité. Le cas autonome en temps discret, qui correspond a T =1, a été
étudié par Li et Schneider (2002). Bacaér (2009§3.3) a montré, en utilisant une
hypothese inutile d’irréductibilité, que p(Ng,) = 1 (voir la notation ci-dessous).
Un travail du méme genre concernant des modeles de population non linéaires
se trouve dans un manuscrit récent (Cao H, Zhou Y, The basic reproduction
number of discrete SIR and SEIS models with periodic parameters).

Proposition 3 Mémes notations et hypotheses que la proposition 1. Pour tout
p >0, posons N, = (@ +B(T—1))(@ +B(T-2))--- (# + B(0)).
Alors soit Uapplication p+— p(N,) est strictement positive, décroissante et log-
convexe, soit elle est identiquement nulle. Si Ry > 0, alors il existe un unique

p* >0 tel que p(Nu+) = 1. De plus, p* = Ry.

Corollaire 2 Soit A\ = p(N1)Y/T le paramétre malthusien. Alors Ry > 1 < X >
LLRh=1A=1, Ry<le A< 1.

Les démonstrations de la proposition 3 et du corollaire 2 se trouvent dans ’ap-
pendice C.

Remarque. Comme il est mentionné ci-dessus, il existe des analogues de la
proposition 3 pour les modeles d’équations différentielles ordinaires (Bacaér
(200783.4), Wang et Zhao (2008)) et les modeles d’équations aux dérivées par-
tielles (voir Bacaér (2012§5.2) pour des modeles structurés par dge). Comme
autre exemple généralisant le modele autonome de Allen et al. (2008), considérons
un modele épidémique linéarisé périodique en temps avec diffusion spatiale tel
que

%(ta y) = CL(t, y)I(ta y) - b(tv y)I(tv y) + C(tv y) ’ Vyl(ta y) + DAyI(ta y) (16)
sur un domaine borné ) avec des conditions aux bords homogenes de Di-
richlet, Neumann ou Robin et avec une condition initiale I(to,y). Le coef-
ficient a(t,y) est un taux de contact effectif, tandis que b(¢,y) est une vi-
tesse de guérison; tous les deux sont positifs et T-périodiques par rapport a
t. Le coefficient c(t,y) est un champ de vecteur de convection T-périodique.
Le nombre D est un coefficient de diffusion positif. On suppose que la va-
leur propre principale A associée & ’équation parabolique (16) avec a(t,y) =
0 est strictement positive : I’épidémie s’éteint sans nouvelle infection comme
e M. Pour des hypotheses précises concernant les espaces de fonctions, voir
Hess (1991). Cherchons ’équation de renouvellement satisfaite par l'incidence
i(t,y) = a(t,y) I(t,y). Le probleme s’écrit

%(t, y) — DAYI(t,y) —c(t,y) - VyI(t,y) +bt,y)(t,y) =i(t,y) .

12



Sa solution peut se mettre sous la forme
t o~ ~
I(t,y) = / / k(t,2,y,y")i(t —z,y') dy’ dx +/ k(t,t —to,y,y') I(to,y") dy’
to JQ Q

avec une fonction de Green E(t, x,y,y") positive ou nulle (Alimov et I'in, 2011).
Donc i(t,y) = a(t,y) I(t,y) vérifie 'équation de renouvellement avec le noyau

k(t,xz,y,v') = alt,y) k(t,z,y,y’) et Ry peut étre défini comme le rayon spectral
de 'opérateur intégral

u(t,y)'—>/ /k(t,:v,y,y’)u(t—x,y’)dy’dx
0 Jo

sur lespace des fonctions continues T-périodiques en ¢. L’incidence croit (ou
décroit) exponentiellement avec le temps si Ry > 1 (ou Ry < 1). Ce Ry est
le rapport asymptotique des infections dans deux générations successives. Par
ailleurs, il existe un unique nombre positif © = u* tel que 'opérateur

% (tv y) - DAyI(tv y) - C(tv y) ’ Vyl(ta y) + b(tv y)I(tv y) - #I(tv y)

avec la condition aux bords ait une valeur propre principale A, égale a zéro; en
effet, Hess (1991, lemmes 15.4 et 15.5) montre que cette valeur propre est une
fonction croissante et continue de p qui tend vers —oo quand g — 0T et vers
une limite positive quand p — +o0o. De plus, I(t,y) croit ou décroit exponen-
tiellement en temps si et seulement si i(¢, y) en fait autant. Donc avec les mémes
notations qu’au début de la section 4, on a Ro(p*) = 1. Mais Ro(p*) = Ro/u*.
Donc p* = Rp. Sachant calculer numériquement la valeur propre principale
d’un opérateur parabolique, on peut donc calculer Ry par une méthode de di-
chotomie semblable & celle proposée par Bacagér (2007§3.4). Si les coefficients ne
dépendent pas du temps, alors cette maniere de définir Ry coincide avec celle
d’Allen et al. (200852.3), celle de Thieme (200956) et celle de Krkosek et Lewis
(2010), mais pas avec celle de Smith et Thieme (2011§11.5.1)1. Ry peut étre
défini de maniere analogue pour les équations intégro-différentielles périodiques
en temps (Jin et Lewis, 2012).

5 Comparaison avec une autre approche

Suite aux travaux d’Ackleh et Chiquet (2009), Caswell (2009) puis Hunter et
Caswell (2005), Cushing et Ackleh (2011) ont récemment suggéré que le rayon
spectral de la matrice

(M*(r) = B*(1))(I = B*(7))~" (17)

1. Cette référence note qu’il existe y1 tel que A1 = A — a(y1) et définit < Rg > comme
a(y1)/A. Noter que si a(y) est divisé par une constante, le < Ry > correspondant n’est pas
nécessairement, divisé par la méme constante puisque y; peut ne pas étre le méme. Ceci
contraste avec notre approche.
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ou M(t) = A(t)+ B(t), M*(1) = M(t+T —1)--- M(t + 1)M (1) et B*(1) =
B(74+T-1) - -- B(t+1)B(1), était aussi une sorte de < reproductivité nette » pour
les modeles en temps discret. Ils ont montré que la position de ce nombre par
rapport a 1 détermine la croissance ou le déclin de la population. Insistons ici
sur les propriétés qui distinguent ce nombre de notre approche :
— Notre Ry ne dépend pas de la saison 7, contrairement & (17) qui donne en
général T rayons spectraux différents pour 7 =0,1,...,7 — 1. La notation
R(()T) utilisée par Caswell (2009) serait sans doute plus adaptée que la
notation <« Ry » utilisée par Cushing et Ackleh (2011). Dans 'exemple
scalaire avec une période 2 de la section 2,

A(1)A(0) + B(1)A(0) + A(1)B(0)
1— B(1)B(0)

R =

o0

= > (A(1)A(0) + B(1)A(0) + A(1)B(0))(B(1) B(0))™
m=0

et 7~ R
de R(()O) apparaissent sur la diagonale de la matrice 2 donnée par (8),
contrairement au premier terme.

— Roberts et Heesterbeek (2003) et Heesterbeek et Roberts (2007) ont in-
troduit la notion de reproductivité nette d’un type pour les modeles auto-
nomes. De méme on peut définir la reproductivité nette d’une saison (ou
d’un ensemble de saisons) dans le cadre périodique. Prenons par example
le modele matriciel général en temps discret de la section 2. Définissons
la matrice de prochaine génération {2 comme dans l'introduction. Pour
tout 0 < 7 < T — 1, soit II(r) la matrice de projection diagonale par
blocs diag(0,...,0,1,0,...,0) de la méme taille que 2, avec la matrice
identité I dans la < ligne > (et la < colonne ») 7, et avec 0 figurant les
matrices nulles (voir section 2). Considérons un sous-ensemble non vide
de toutes les saisons & = {r,..., 7} € {0,1,...,T — 1}, I'idée étant que
I'on voudrait mesurer 'effort nécessaire pour amener la population & 1’ex-
tinction en réduisant les naissances durant les saisons incluses dans £. Soit
II =T1I(71) + - - - + II(73). Définissons la reproductivité nette des saisons €
par

. Noter que le deuxieme et le troisieme terme au numérateur

T(E) = p(HQ (I—(I- H)Q)’l) = p(HQ i = H)Q)m),

pourvu que p((I —II)Q?) < 1. La signification de cette hypothese est la sui-
vante : dans certains cas, si £ est un ensemble trop petit, il est impossible
d’amener la population & I'extinction. Avec cette hypothese, Ry = p(2) >
1,=1o0u < 1 équivaut & T(£) > 1, =1 ou < 1, comme Roberts et Hees-
terbeek (2003) 'ont montré. Noter que 7({0,1,...,7 — 1}) = Ry. Pour
I'exemple 2-périodique de la section 2, Q = (7, 0))o<r,0o<1 est donné par
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(8) et l'on a les expressions

T({0}) = 2(0,0) + 20 D21, 0)

1—Q(1,1)
)+ > 00, 1)9Q(1,1)"Q(1,0)
m=0

/\
=)
=
—
b
/\
\./

+B(

—_
~—
~—

—_
—~
BN
—~
—_
~
UU
—~
—_
~—
~—
SN
—
o
~

oo

= > AO)[(AQ1) + BO)BO)]" (A1) +B)  (18)

m=
pourvu que ©(1,1) < 1, c’est-a-dire (A(1) + B(1))B(0) < 1. On obtient
des expressions similaires pour 7({1}) en permutant les indices 0 et 1.
Suivant I'interpretation de Roberts et Heesterbeek (2003), et comme on
peut le voir avec la deuxiéme expression pour 7 ({0}) ci-dessus, 7 ({0}) est
lespérance du nombre de descendants (enfants, petits-enfants. ..) nés a la
saison 0 d'un parent né a la saison 0 avec la condition qu’aucun individu
de l'arbre familial entre le parent et le descendant ne soit né a la saison
0; autrement dit, les branches de I’arbre familial sont coupées juste apres
chaque naissance & la saison 0. Ce nombre serait infini si Q(1,1) > 1.
Une telle interprétation est valable non seulement pour I’exemple de la
section 2 mais aussi en général. Comme dans la proposition 3, on peut
aussi démontrer, lorsque T (£) est bien défini, que

p((%+B(T_1))...(%+B(O))):1, (19)

(=)

owtw(rt) =1si7 ¢ Eetw(r)=T(E)sit e & En effet, pour tout
> 0, définissons A(E; ), QUE;p) et T(E; 1) de la méme maniere que
A, Q et T(E) sauf que toutes les matrices A(7) avec 7 € £ sont divisées
par un scalaire p. Puisque Q(&; 1) = A(E; u) B, on voit que IIQ(E; p) =
(TIQ2) / pe tandis que (I-IDQ(E; ) = (-1 Done T (E; ) = T (E)/p. En
particulier, 7(&;T(£)) = 1, ce qui équivaut & (19). CQFD. On peut aussi
montrer, comme dans la proposition 3, que (19) caractérise T (£). Pour
Pexemple scalaire 2-périodique, la résolution de (19) conduit facilement &
(18). En résumé, cette reproductivité nette de saisons se focalise sur les
générations comme notre Ry mais dépend de la saison comme R( ),

Lorsque A(t) et B(t) ne dépendent pas de t, appelons les A et B et posons
M = A+ B. On voit que R((JT) est le rayon spectral de (MT — BT)(I —
BT)~1, pour tout 7. Ceci est différent du rayon spectral de A(I — B)~!
qui est la définition usuelle de Ry pour les modeles autonomes (Caswell,
2001). C’est seulement en specifiant que T = 1 que les deux formules
coincident. Ceci contraste avec la derniére remarque de la section 2.

R((JT) n’a pas de relation simple avec la couverture vaccinale minimale pour
éradiquer une maladie infectieuse, contrairement a notre Ry qui donne
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1 —1/Ry comme seuil. L’estimation de ce seuil est semble-t-il important

pour les agences de santé publique. Peut-étre R((JT) est-il plus utile en
écologie.

Appendice A : démonstrations pour la section 2

Démonstration de la proposition 1. Pour tout n > 0et 0 <7 < T —1,
posons

F(n,7) = Z 7w(n, 7+ ¢T)

q>4q-

ol ¢, est défini dans (7). Supposons d’abord que 0 < 7 < tg—2outyg < 7 < T-2.
Dans les deux cas, ¢-+1 = ¢-. Avec (5) on obtient

Fin+1l,7+1)= Y w(n+1,7+1+qT)

4>qr+1

= Z At +qT)7(n, 7+ qT)+ B(t + ¢T) w(n+ 1,7+ ¢T).
924r

Puisque A(7 + ¢T') = A(7) et B(t +¢T) = B(1), on a
Fin+1,7+1)=A(r)F(n,7) + B(n) F(n + 1,7) .

En utilisant que m(n 4+ 1,%9) = 0, on obtient de la méme maniére
F(n+1,t0) ZA(tQ— 1)F(7’L,t0—1)+B(t0— 1)F(n+1,t0— 1) if to 7507
Fn+1,0)= AT — 1) F(n,T — 1)+ B(T — 1) F(n+1,T — 1).

En résumé, on a

—B(r)Fin+1,7)+F(n+1,7+1)=A(r) F(n,7), 0<7<T -2,
BT -1)F(n+1,T— 1)+ F(n+1,0) = AT — 1) F(n,T — 1) .
Donc si I'on pose F(n) = (F(n,0) F(n,1)---F(n,T—1)), alors BF(n+1) =
A F(n). Mais
G(n,T) = Z A(t +qT)m(n, 7+ qT) = A(T) F(n,7) .
q24r

Donc G(n) = AF(n) = BF(n+1). Par conséquent, G(n+1) = AF(n+1) =
AB~tG(n) pour tout n > 0.
Supposons maintenant que 0 < 7 < T — 2. En utilisant (4), on voit que

—B(r)F(0,7) + F(0,7+1) = = > B(r +¢T) (0,7 + qT) + F(0,7 + 1)

924r
— _ _ 0 si T;éto—l,
==Y w10, 7+qT+1)+ > W(O,T—i-qT—i-l)—{ plt) si 7oty 1
924r 4>qr+1
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De méme, on obtient

si to 7507

_B(T—l)F(O,T—1)+F(0,0)—{2(0) si to = 0.

Donc BF(0) = p et G(0) = AF(0) = AB™p. Le corollaire 1 résulte du
théoreme de Perron et Frobenius (Seneta, 2006, théoreme 1.2).

Démonstration de la remarque a la fin de la section2. OnaQ = AB™ !,

out A est la matrice diagonale par blocs diag(A4, ..., A) et ol
BT—l BT—2 .. T
T—1
B! —diag(I— B ,.... -y | I B
: . . BT—2
BT—2 .. T BT—I

Soit 7o le rayon spectral de A(I — B)~!. Supposons d’abord que A et B soient
des matrices a coefficients strictement positifs. Soit v un vecteur propre a droite
a coefficients strictement positifs de la matrice A(I — B)™! = A+ AB + AB% +

-+, elleeméme a coefficients strictement positifs, associé a la valeur propre r(
(Berman et Plemmons, 1994, théoréme 2.1.3). Posons V = (v'...v")’, le vecteur
v étant répété T fois et /' désignant la transposition. Alors QV = (v'...w")
avec w = Al — B Y(I+ B+ ---+ BT Yy = A(I — B)"'v = rgv. Donc
QV =19V et 1o = Ry puisque Ry est la seule valeur propre de la matrice (2
avec un vecteur propre & coeflients strictement positifs (Berman et Plemmons,
1994, théoréme 2.1.4). Si la matrice A ou la matrice B n’est pas a coefficients
strictement positifs, considérons la matrice £ de méme taille mais pleine de 1
et les matrices A©®) = A4+ ¢ FE et B®) = B+ ¢E pour ¢ > 0 suffisamment

petit. Définissons R(()a) et r(()a) de la méme maniere que Ry et rg sauf que A et B

sont remplacés par A©) et B(E). Alors 7“((35) = R((f) d’apres ce qui précede. Par

continuité du rayon spectral quand € — 0, on obtient ry = Ry.
Appendice B : démonstration de la proposition 2

Supposons d’abord que tg < 7 < T'. Il résulte de (9) et (10) que

T+qT—to
G(TL+1,T):Z/ K(r,z)B(n, 7+ ¢T — x) dx.
q>070
En réorganisant la double sommation, on obtient

T—to+sT
G(TL+1,T):Z/ ZK(T,x)B(n,T—i—qT—:v)d:v
sT

s>0 q>s

T+sT
—i—Z/ Z K(r,z)B(n, 7+ ¢T — x) dx.
>0 T—to+sT ¢>s+1
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Avec le changement de variable y = x — sT et r = ¢ — s, on arrive a

G(n—l—l,T):Z/OT_OZK(T,y—i—sT)ﬁ(n,T—i-rT—y)dy (20)

s>0 >0

T
+Z/_ ZK(T,y—i—sT)ﬁ(n,T—i-rT—y)dy. (21)

s>07 Tt >

Dans les intégrales (20),on a 0 <y <7 —tg donc to < 7—y <7 < T. Dans les
intégrales (21), on distingue le cas 7 — tg <y < 7 (pour lequel 0 < 7 —y < #)
ducas 7 <y < T (pour lequel tg <7 <T+7—y <T). Avec la définition (10)
de G(n, ), on arrive a

T—t()
G(TL+1,T):Z/ K(r,y+sT)G(n, 7 —y)dy
s>070

+> K(r,y+sT)G(n,7 —y) dy

>0 T—1o
T
+> | K(ry+sT)Gn,T+7—y)dy.
s>0VT

Avec le changement de variable ¢ = 7 — y, on obtient
T
Gn+1,7) = / QO(1,0) G(n,o)do . (22)
0

avec §)(7,0) défini par

Yoo K(rm—0o+sT) si 0<o<T,

Q(T,U):{Zs>1K(TaT_U+ST) si T<o<T. (23)

Lorsque 0 < 7 < tg, un calcul complétement analogue mene aussi a (22). Enfin
un calcul simple (voir par exemple Bacaér (2007§2)), utilisant le fait que G(n, 7)
a été étendu par périodicité a tout 7, montre que

/OT Q(r,0) G(n,o0)do = /Ooo K(r,2)G(n,7 — ) dz .

Il reste a utiliser le théoreme de Krein et Rutman (Dautray et Lions, 1984,
chapitre VIII). Le rayon spectral de 'opérateur compact fortement positif (22)—
pour la compacité, voir Bacaér et Ait Dads (2011, appendice 1)—est une valeur
propre simple avec une fonction propre vectorielle positive G (7) et cette valeur
propre domine toutes les autres valeurs propres. Donc il existe une constante
¢ > 0 telle que ||G(n,-)/Rf — ¢ G(")||oc = 0 quand n — co. Par conséquent

T
G(n,7)| d L.
g(n) — fO || (n T)H T C/ ||G(T)||dT
Ry Ry n=ee Jo

et g(n+1)/g(n) = Ro.
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Appendice C : démonstrations pour la section 4

Démonstration de la proposition 3. Pour tout p > 0, soit C), la matrice

0 0 0 AT 4 B(T - 1)
A0 + B(0) 0 0 0
A(1) ..
20 4 By 0 0
0 0 o AIZE 4 BT - 2) 0

On peut vérifier que (CH)T est la matrice diagonale par blocs avec la matrice
produit IV, et ses permutations circulaires sur la diagonale. Donc p(N,) =
p((C)T) = (p(C,))T. L’application pu + C), est croissante, c’est-a-dire, tous
les coefficients sont des fonctions croissantes de p. Donc Berman et Plemmons
(1994, corollaire 2.1.5) montrent que 'application p +— p(C),) est croissante.
Cette application est aussi continue. Comme Kingman (1961), appelons & I’en-
semble des fonctions réelles définies sur (0,+00) qui sont soit identiquement
nulles soit strictement positives et log-convexes. Pour tout a > 0 et b > 0, la
fonction p — a/p+ b appartient & & puisque la dérivée seconde de log(a/u + b)
par rapport a p est strictement positive. Donc chaque élément de la matrice C),
appartient a &. D’apres Kingman (1961), ’application p — p(C,,) appartient a
G. Un produit de fonctions log-convexes étant aussi log-convexe, I’application
p+— p(N,) appartient aussi & &.

Supposons que Ry > 0. Si la matrice C; est irréductible, alors Bacaér
(2009§3.3) a montré que p(Cgr,) = 1; donc p(Ng,) = 1. Si C; n’est pas
irréductible, soit E la matrice de méme taille que les matrices A(t) mais pleine
de 1. Soit A®)(t) = A(t) + E pour tout £ > 0. Définissons A, R((f), Nl(f) et
C’l(f) de la méme maniere que A, Ry, N, et C,,, sauf que A(t) est remplacé par
A(E)(t). Comme Ry > 0 et par continuité du rayon spectral, on voit que Rgs) >0
pour tout € > 0 suffisamment petit. La matrice C’fa) est irréductible pour tout

e > 0. En appliquant le résultat ci-dessus, on obtient p(NI(;()E)) = 1 pour tout
0

e > 0 assez petit. Par continuité quand e — 0T, on obtient p(Ng,) = 1.

Supposons qu'’il existe 0 < p1 < po tel que p(Ny,) = p(Nyu,) = 1. Puisque
p(Cy) = (p(N,))VT pour tout p > 0, on a p(C,,) = p(C,,) = 1. Comme
Vapplication p +— p(C),) est croissante, on a p(C,) = 1 pour tout u € [p1, pal.
Dans le cas présent, lapplication p — p(C,,) n’est pas identiquement nulle
donc elle est strictement positive et log-convexe (et donc convexe). L’application
pu — p(Cy,) étant croissante et convexe, il est impossible de trouver ps > uo
tel que p(Cy,) < 1. Ainsi p(C,,) = 1 pour tout pu > py et 'on obtient une
contradiction avec le fait que p(C,,) — (p(B(T—1)---B(1)B(0)))"/T < 1 quand
p — +o00. Donc il existe au plus un p tel que p(N,) = 1. De la discussion ci-
dessus sur le cas Ry > 0, on voit que dans ce cas il y a un unique tel pu et que
on = Ro.
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Remarque. Si Ry = 0 (ou de maniére équivalente si la matrice Q est nil-
potente de sorte que la population s’éteint en un nombre fini de générations),
alors 1’équation p(N,) = 1 n’a pas de solution p > 0. En effet, imaginons que
I'équation p(N,) = 1 ait une solution p > 0. Alors p(C,) = 1 et Berman
et Plemmons (1994, théoreme 2.1.1) montrent qu’il existe un vecteur & coeffi-
cients positifs v # 0 tel que Cjv = v. Ecrivons v = (v(0)...v(T — 1)'). Alors
(A(t)/p+ B(t))v(t) = v(t + 1) pour tout t = 0,...,T — 1, avec v(T) = v(0).
Donc A(t)v(t) = po(t+1) — p B(t)v(t) pour tout t = 0,...,T — 1. Ceci montre
que Av = 1 Bv et donc B~1Av = pv. Ainsi Ry = p(AB~1) = p(B7*A) > > 0.
Contradiction.

Preuve du corollaire 2. Posons A = p(Nl)l/T. Supposons par exemple que
Ry > 1. Comme l'application g — p(IN,) est croissante, on a 1 = p(Ng,) <
p(N1) = AT. Mais p(Ny) # 1 puisque Ry # 1 et puisque Ry est I'unique
tel que p(N,) = 1. Ainsi 1 < AT et 1 < A\. De maniere similaire, en renver-
sant les inégalités, on peut montrer que Ry < 1 implique A < 1. Enfin puisque
p(Ng,) = 1, on voit que Ry = 1 implique A = p(N;)"/T = 1. Donc toutes les
équivalences du corollaire 2 sont bien démontrées.
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