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Deel I

Epidemische modellen met
constante coëfficiënten



Hoofdstuk 1

S-I-R modellen

Wij bestuderen het asymptotische gedrag van de tijd die nodig is
voor een epidemie om haar piek te bereiken wanneer de popula-
tie groot is en de epidemie gemodelleerd word door een differen-
tieel systeem van het type S-I-R.

1.1 Vergelijkingen

Beschouw een populatie van grootte N die blootgesteld is aan een besmette-
lijke ziekte:

• we merken op dat S(t) het aantal mensen is dat op tijdstip t waarschijn-
lijk besmet zal zijn; dit wordt in het algemeen aangeduid als „vatbare
mensen”, hoewel het bijvoeglijk naamwoord kan worden verward met
de andere betekenis, „gemakkelijk te besmetten”;

• we merken op dat I(t) het aantal besmette personen is;

• we merken op dat R(t) het aantal personen is dat door inperking, her-
stel, of overlijden niet meer aan de transmissie bijdraagt; bij herstelde
personen wordt ervan uitgegaan dat zij immuun zijn en immuun blijven
zonder tijds-beperking.

Dus
N = S(t)+ I(t)+R(t)

is de totale bevolking. De verschillende klassen van individuen worden ook
compartimenten genoemd (Fig. 1.1), maar dit betekent niet dat zij fysiek ge-
scheiden zijn: zij blijven met elkaar in contact binnen dezelfde populatie.



Hoofdstuk 1 3

De totale bevolking wordt verondersteld constant te zijn en groot genoeg
om de epidemie redelijkerwijs te kunnen modelleren als een differentieel sys-
teem in plaats van als een stochastisch proces. Wanneer het aantal individuen
groot genoeg is, kan men immers op de een of andere manier vergeten dat dit
aantal een geheel getal moet zijn en doen alsof het voortdurend varieert. We
kunnen ook even voorbijgaan aan de effecten van toeval in het begin van de
epidemie, wanneer het aantal besmette personen nog klein is. Wij zullen op
deze punten terugkomen in hoofdstuk 5 en in het derde deel van het boek.

S I R

Figuur 1.1: De compartimenten van het S-I-R model.

De effectieve contactfrequentie (a > 0 wordt genoteerd als a. Het is het
product van twee getallen: het aantal contacten per tijdseenheid en de waar-
schijnlijkheid van transmissie tijdens een contact tussen een niet-geïnfecteerde
persoon en een geïnfecteerde persoon. De eenheid van de frequentie a is dus
het omgekeerde van een tijd.

De snelheid waarmee individuen compartiment I verlaten en comparti-
ment R binnenkomen (b > 0) wordt genoteerd als b. Met andere woorden,
elk individu in compartiment I heeft een kans bdt om naar compartiment R te
gaan gedurende elk klein tijdsinterval dt. Dit impliceert dat de in comparti-
ment I doorgebrachte tijd een willekeurige variabele is die verdeeld is volgens
een exponentiële verdeling met parameter b, met de gemiddelde waarde

∫ +∞

0
e−bx dx =

1
b
.

Dit lijkt misschien onrealistisch, maar het vereenvoudigt de presentatie. Het
geval van algemene verdelingen zal herhaaldelijk worden besproken, te be-
ginnen met paragraaf 3.2.

Contacten worden verondersteld willekeurig te zijn, zodat wanneer een
niet-geïnfecteerde persoon een andere persoon tegenkomt, de kans dat die
persoon geïnfecteerd is gelijk is aan I/N, het aandeel geïnfecteerden in de
bevolking. Elke persoon in compartiment S heeft dus een kans a×(I/N)×dt
om gedurende een klein tijdsinterval dt besmet te raken.

Al deze veronderstellingen leiden tot het beroemde S-I-R model van Ker-
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mack en McKendrick (1927) [3, hoofdstuk 18] voor een epidemie:

dS
dt

=−aS
I
N
, (1.1)

dI
dt

= aS
I
N
−b I, (1.2)

dR
dt

= b I. (1.3)

Dit is eigenlijk een vereenvoudigde versie van het oorspronkelijke model.
Deze laatste liet een willekeurige verdeling toe voor de tijd die in het com-
partiment werd doorgebracht I.

Beschouw de beginvoorwaarden

S(0) = N− I0, I(0) = I0, R(0) = 0, (1.4)

met 0 < I0 < N. Het getal I0 is in het algemeen erg klein tegenover N, dat
genoteerd staat als I0 ≪ N.

Een voorbeeld wordt gegeven in figuur 1.2. Er werd gebruik gemaakt
van de software Scilab en zijn functie voor het numeriek oplossen van dif-
ferentiële systemen met N = 65× 106 (de bevolking van Frankrijk), I0 = 1,
a = 1/2 per dag en b = 1/4 per dag. In het begin van de epidemie besmet een
besmette persoon dus gemiddeld één persoon om de twee dagen (1/a). De
gemiddelde duur van de infectie 1/b is 4 dagen. De reproductiviteit R0 is in
dit zeer eenvoudige geval het gemiddelde aantal secundaire gevallen dat een
besmette persoon aan het begin van de epidemie infecteert, d.w.z. het product
a× (1/b). Aldus

R0 =
a
b
,

wat R0 = 2 oplevert.
Merk op dat λ = a− b de groeisnelheid van de epidemie in haar begin-

stadium is, aangezien we dan S(t)≈ N hebben en

dI
dt

≈ (a−b) I.

De getallen I(t) en R(t) groeien dus aan het begin als eλ t . Het percen-
tage λ kan worden geschat op grond van epidemiologische gegevens, bij-
voorbeeld door deze gegevens op logaritmische schaal uit te zetten en de
helling te meten. Als de gemiddelde duur van de besmetting 1/b bekend
is, kunnen het effectieve contactfrequentie a = λ + b en de reproductiviteit
R0 = a/b = 1+λ/b worden afgeleid. De gemiddelde duur van de besmet-
ting is vaak bekend als het om een eerder geregistreerde ziekte gaat en in
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Figuur 1.2: Een simulatie van het S-I-R model met tijd t in dagen op de horizontale
as.

het geval van een nieuwe ziekte kan deze bepaald worden door zorgvuldige
observatie van een aantal gevallen waarvan de datum van besmetting kon wor-
den vastgesteld.

Opmerking 1.1. De verhoudingen

x(t) = S(t)/N, y(t) = I(t)/N, z(t) = R(t)/N

zijn oplossingen van het systeem

dx
dt

=−axy ,
dy
dt

= axy−by ,
dz
dt

= by ,

met x(0) = S(0)/N = 1− I0/N, y(0) = I0/N en z(0) = 0. Hieruit blijkt bij-
voorbeeld dat sommige eigenschappen van het model, zoals de datum van
de epidemie piek, alleen afhangen van parameters I0 en N via de verhouding
I0/N.

1.2 Uiteindelijke omvang van de epidemie

Propositie 1.2. Het stelsel (1.1)-(1.4) heeft een unieke oplossing gedefinieerd
voor alle t > 0. Bovendien zijn S(t)> 0, I(t)> 0 en R(t)> 0 voor alle t > 0.
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Bewijs. De stelling van Cauchy-Lipschitz [52, Stelling 16.5.5] garandeert het
bestaan en de uniciteit van een oplossing van het stelsel (1.1)-(1.4) op een
maximaal interval [0; T[. Uit vergelijking (1.1) volgt voor alle 0 < t < T,

S(t) = S(0)exp
(
− a

N

∫ t

0
I(u)du

)
> 0,

omdat S(0)> 0. Aangezien vergelijking (1.2) wordt geschreven als

dI
dt

= (aS/N−b)I,

hebben we ook

I(t) = I(0)exp
(

a
N

∫ t

0
S(u)du−bt

)
> 0,

omdat I(0)> 0. Tenslotte

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du > 0

voor 0 < t < T. Bovendien

d
dt
(S+ I+R) = 0,

dus S(t)+I(t)+R(t)= S(0)+I(0)+R(0)=N. We hebben dus 0< S(t)<N,
0 < I(t) < N en 0 < R(t) < N voor alle 0 < t < T. Aangezien de oplossin-
gen begrensd blijven op het maximale interval [0; T[, volgt dat T = +∞ [16,
corollarium 3.34]. Het stelsel (1.1)-(1.4) heeft dus een unieke oplossing ge-
definieerd voor alle t > 0.

Laat log(·) de neperiaanse logaritme zijn.

Propositie 1.3. Functie S(t) is strikt afnemend en convergeert naar limiet
S∞. Functie R(t) is strikt stijgend en convergeert naar limiet R∞. Functie I(t)
neigt naar 0 als t → +∞. We hebben dan S∞ +R∞ = N. Laten we uitgaan
van x0 = S(0)/N. De uiteindelijke omvang van de epidemie is zodanig dat
x∞ = S∞/N de enige oplossing in het interval ]0; 1[ is van vergelijking

φ(x)def
= 1− x+

b
a

log
x
x0

= 0. (1.5)

Als a > b, dan ligt deze oplossing in het deelinterval ]0; b/a[.
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Bewijs. Volgens stelling 1.2 is S(t)> 0 en I(t)> 0. Daarom

dS
dt

=−aS
I
N

< 0.

Functie S(t) is dus strikt afnemend en geminimaliseerd door 0. Het conver-
geert naar een limiet S∞ wanneer t →+∞. Op dezelfde manier,

dR
dt

= b I > 0.

Functie R(t) is dus strikt stijgend en neemt toe met N. Het convergeert naar
een limiet R∞ wanneer t → +∞. Met vergelijkingen (1.1) en (1.3), zien we
dat

dR
dt

= b I =−bN
aS

dS
dt

.

Daarom

R(t) =−bN
a

log
S(t)
S(0)

. (1.6)

Ìn de limiet, leiden we af S∞ > 0 en

R∞ =−bN
a

log
S∞

S(0)
.

Evenals I(t) = N− S(t)−R(t) convergeert ook de functie I(t) naar een li-
miet I∞ als t →+∞. Maar als we I∞ > 0 hadden, zouden we afleiden

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du −→

t→+∞
+∞,

wat onmogelijk is sinds R(t)< N. Daarom I∞ = 0 en S∞ +R∞ = N. Aldus

S∞ = N−R∞ = N+
bN
a

log
S∞

S(0)
.

Deze vergelijking bepaalt S∞ en dus ook de uiteindelijke omvang van de epi-
demie R∞. Gedeeld door N, verkrijgen we met de definitie (1.5) van de functie
φ(x): φ(x∞) = 0 en 0 < x∞ < 1. Nu

φ
′(x) =−1+

b
ax

.

Laten we twee gevallen onderscheiden. Neem eerst aan dat a ⩽ b. Dan dat
φ ′(x)> 0 op het interval ]0; 1[. Functie φ(x) is strikt stijgend op dit interval.
Bovendien, φ(x)→−∞ als x → 0+ en

φ(1) =
b
a

log
1
x0

> 0



8

sinds 0 < x0 < 1. Daarom is er een unieke x∗ ∈ ]0; 1[ zodanig dat φ(x∗) = 0.
Dus x∞ = x∗.

Ga nu uit van a > b. Dan is φ ′(x) > 0 als 0 < x < b/a, en φ ′(x) < 0
als b/a < x < 1. Functie φ is strikt stijgend op het interval ]0; b/a[ en strikt
dalend op het interval ]b/a ; 1[. We hebben

φ(b/a) = 1− b
a
+

b
a

log
b/a
x0

> 1− b
a
+

b
a

log
b
a
.

Laten we stellen dat χ(x) = 1− x + x logx. We hebben χ ′(x) = logx < 0
als x ∈ ]0; 1[ en χ(1) = 0. Dus χ(x) > 0 als x ∈ ]0; 1[. En dus φ(b/a) >
χ(b/a) > 0. We hebben φ(x) → −∞ als x → 0+ en φ(1) > 0. Er is dus
een unieke x∗ ∈ ]0; 1[ zodanig dat φ(x∗) = 0. Bovendien x∗ ∈ ]0; b/a[ en
x∞ = x∗.

Opmerking 1.4. Vergelijking (1.5) wordt ook geschreven als

x = x0 exp
(
−a

b
(1− x)

)
,

of, met z = 1− x,
1− z = x0 exp

(
−a

b
z
)
.

Als a > b, dan z∞ = R∞/N = 1− x∞ > 1−b/a.

Opmerking 1.5. Oplossing x∞ hangt alleen af van parameters a en b via de
dimensie-loze verhouding R0 = a/b. Door vergelijking (1.5) af te leiden,
vinden we

− dx∞

dR0
− 1

(R0)2 log
x∞

x0
+

1
R0 x∞

dx∞

dR0
= 0.

Aldus
dx∞

dR0
=

log x∞

x0

R0(1/x∞ −R0)
< 0.

Net als z∞ = R∞/N = 1− x∞ zien we dat de uiteindelijke fractie die een in-
fectie onderging een strikt stijgende functie is van R0. Hoe groter de repro-
ductiviteit R0, hoe groter de uiteindelijke omvang van de epidemie R∞.

Propositie 1.6. Als a < b, dan

R∞ ⩽
I0

1−a/b

en R∞/N → 0 wanneer I0/N → 0.
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Bewijs. Zoals voor S(t)/N < 1, hebben we volgens vergelijking (1.2)

dI
dt

⩽ (a−b) I < 0.

Daarom I(t)⩽ I(0)e(a−b)t en

R∞ = b
∫ +∞

0
I(u)du ⩽

b I(0)
b−a

.

Opmerking 1.7. Veronderstel I0 ≪ N. Als a < b, dan is z∞ = R∞/N ≈ 0
volgens de vorige stelling. Als a > b, dan geeft opmerking 1.4 samen met
x0 ≈ 1

1− z∞ ≈ exp
(
−a

b
z∞

)
en z∞ ̸= 0. Figuur 1.3 illustreert deze formules door te tonen hoe z∞ varieert
als een functie van R0 = a/b. Als R0 < 1, is er geen epidemie als zodanig.
Als R0 > 1 en R0 ≈ 1, dan geeft een beperkte expansie van de exponentiaal

1− z∞ ≈ 1−R0 z∞ +
(R0 z∞)

2

2
,

en daaruit
z∞ ≈ 2(R0 −1). (1.7)

Zo leidt een reproductiviteit van R0 = 1,05 tot een uiteindelijke epidemie
omvang R∞/N die dicht bij 10 % ligt (om precies te zijn 9,4 %).

1.3 Epidemische piek

We hebben in het bewijs van stelling 1.6 gezien dat functie I(t) afnemend is
als a < b. In dit geval is er geen epidemie-piek en is de uiteindelijke omvang
van de epidemie zeer klein ten opzichte van de totale populatie N indien de
begin-voorwaarde I(0) zelf zeer klein is ten opzichte van N, hetgeen in de
praktijk meestal het geval is.

In dit deel beperken wij ons daarom tot het geval waarin a > b of nauw-
keuriger gezegd a(1− I0/N)> b, wat bijna hetzelfde is als I0/N ≪ 1. Laten
we terloops opmerken dat

R0 =
a
b
>

1
1− I0/N

> 1.

Dan hebben we
dI
dt
(0) = [a(1− I0/N)−b]I0 > 0.
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Figuur 1.3: De uiteindelijke fractie van de bevolking die door de epidemie is getroffen,
z∞ = R∞/N, als een functie van de reproductiviteit R0 = a/b wanneer I0 ≪ N.

De functie S(t) is strikt afnemend. Het daalt van S(0) = N− I0 = N(1−
I0/N)> Nb/a naar S∞ op het interval [0; +∞[. Of S∞ < Nb/a volgens pro-
positie 1.3. Daarom is er een unieke τ > 0 zodanig dat

S(τ) = Nb/a.

Aangezien
dI
dt

= (aS/N−b)I. (1.8)

en als I(t) > 0 voor alle t > 0, zien we dat dI/dt > 0 en functie I(t) strikt
toenemend zijn op het interval ]0; τ[. Dan is dI/dt < 0 en de functie I(t) is
strikt afnemend op het interval ]τ ; +∞[. We noemen τ deepidemische piek:

I(τ) = max
t>0

I(t).

De hoogte van de piek I(τ) is gemakkelijk te bepalen. Met de relatie (1.6),
vinden we

S(τ) =
Nb
a

, R(τ) =−Nb
a

log
S(τ)
S(0)

, N = S(τ)+ I(τ)+R(τ).

Het resultaat is

I(τ)
N

= 1− S(τ)
N

− R(τ)
N

= 1− b
a
+

b
a

log
(

N
N− I0

b
a

)
.
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Als I0/N ≪ 1, dan

I(τ)
N

≈ 1− b
a
+

b
a

log
b
a
= 1− 1+ logR0

R0
.

Als bovendien R0 ≈ 1, dan geeft een beperkte ontwikkeling tot orde 2 van de
logaritme

I(τ)
N

≈ 1− 1+(R0 −1)− (R0 −1)2/2
R0

≈ (R0 −1)2

2
.

1.3.1 Datum van de epidemie-piek

De datum van de piek is moeilijker te bepalen. Uit de relatie (1.6)

dS
dt

=−a
S
N
(N−S−R) =−a

S
N

(
N−S+

Nb
a

log[S(t)/S(0)]
)
.

Aangezien S(t) strikt monotoon is, hebben we

τ =
∫

τ

0
dt =

∫ Nb/a

S(0)

dS
−a S

N

(
N−S+ Nb

a log[S/S(0)]
) .

Laat s = S/N. Dan

τ =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

ds
s
(
1− s+ b

a log[s/(1− I0/N)]
) . (1.9)

Wij zullen het asymptotische gedrag van deze integraal bestuderen wanneer
N →+∞ terwijl alle andere parameters vast staan, inclusief I0.

Propositie 1.8. De datum τ van de epidemie-piek wordt, wanneer N →+∞,
gegeven door de formule

τ =
1

a−b

{
log

N
I0

+ log
[(

1− b
a

)
log

a
b

]
+
∫ log a

b

0

−1+ e−u +u
u(1− e−u − b

a u)
du

}
+o(1)

die kan worden herschreven als

τ =
1

a−b

{
log

N
I0

+ f (R0)

}
+o(1) (1.10)

waar R0 = a/b > 1.
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Bewijs. Laten we zeggen

ε =−b
a

log(1− I0/N).

We hebben ε > 0. Dan is τ = τ1 + τ2 met

τ1 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

(
1

1+ ε − s+ b
a logs

− 1
ε − (1− b

a ) logs

)
ds
s
,

τ2 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

ds
s
[
ε − (1− b

a ) logs
] .

Door te herleiden tot dezelfde noemer vinden we,

τ1 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

−1+ s− logs[
ε −
(
1− b

a

)
logs

](
1+ ε − s+ b

a logs
) ds

s
.

We hebben nu
ε ∼ b

a
I0

N
→ 0

wanneer N →+∞. Merk op dat de integraal die optreedt wanneer we formeel
overgaan naar de limiet N →+∞∫ 1

b
a

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
) ds

s

a priori een veralgemeende integraal is in s = 1. De geïntegreerde functie
breidt zich echter uit door continuïteit omdat

logs = s−1− (s−1)2

2
+o
(
(s−1)2)

in de buurt van s = 1, zodat

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
)

s
−→
s→1

1
2(1−b/a)

.

In het bijzonder, deze integraal is convergent. Voor b/a < s < 1, laat

ψ(s) =
−1+ s− logs

−(a−b)(logs)
(
1− s+ b

a logs
)

s
,

ψN(s) =
1
a

−1+ s− logs[
ε −
(
1− b

a

)
logs

](
1+ ε − s+ b

a logs
)

s
.
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We hebben: 0 < ψN(s)< ψ(s) en ψN(s)→ ψ(s) wanneer N →+∞. Aange-
zien ∫ 1

b
a

ψ(s)ds

een convergente integraal is, toont de gedomineerde convergentie-theorema
[52, Stelling 10.1.34] aan dat∫ 1

b
a

ψN(s)ds −→
N→+∞

∫ 1

b
a

ψ(s)ds.

Bovendien,

0 ⩽
∫ 1

1− I0
N

ψN(s)ds ⩽
∫ 1

1− I0
N

ψ(s)ds −→
N→+∞

0.

Aldus

τ1 =
∫ 1− I0

N

b
a

ψN(s)ds =
∫ 1

b
a

ψN(s)ds−
∫ 1

1− I0
N

ψN(s)ds −→
N→+∞

∫ 1

b
a

ψ(s)ds.

en

τ1 =
1

a−b

∫ 1

b
a

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
) ds

s
+o(1), N →+∞.

Met de verandering van variabele s = e−u, verkrijgen we

τ1 =
1

a−b

∫ log a
b

0

−1+ e−u +u
u
(
1− e−u − b

a u
) du+o(1).

Bovendien kan de integraal τ2 expliciet worden berekend:

τ2 =
1
a

[
log
{

ε −
(
1− b

a

)
logs

}
−
(
1− b

a

) ]1− I0
N

b
a

=
1

a−b

[
log
{

ε −
(

1− b
a

)
log

b
a

}
− log

{
− log

(
1− I0

N

)}]
=

log N
I0
+ log

[(
1− b

a

)
log a

b

]
a−b

+o(1).

Als we de twee resultaten optellen, krijgen we de formule van de stelling.
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Figuur 1.4: De datum τ van de epidemie-piek van het S-I-R model, in dagen sinds het
begin van de epidemie, als functie van logN volgens de exacte formule (1.9) [onon-
derbroken lijnen] en volgens de benaderende formule (1.10) [kleine cirkels]. Parame-
terwaarden: I0 = 1, b = 1/4 per dag, R0 = a/b ∈ {1,5 ; 2 ; 3}.

Figuur 1.4 laat zien hoe goed deze formule de door het model gegeven
datum τ van de epidemie-piek benadert. De gratis Software Scilab werd ge-
bruikt voor de numerieke berekening van de integralen. Parameter b is zo
gekozen dat de besmettelijke periode gemiddeld 1/b = 4 dagen duurt.

Opmerking 1.9. De formule (1.10) blijft ongewijzigd als we uitgaan van de
begintoestand S(0)=N− i−r, I(0)= i en R(0)= r, met i> 0, r ⩾ 0, i+r <N
en a(1− i+r

N )> b. Inderdaad, laten we zeggen dat N̂ = N− r = N(1− r/N),
R̂(t) = R(t)− r en â = aN̂/N = a(1− r/N). Dan

dS
dt

=−âS
I

N̂
,

dI
dt

= âS
I

N̂
−b I,

dR̂
dt

= b I,

met S(0) = N̂ − i, I(0) = i en R̂(0) = 0. We zijn terug bij het hierboven
behandelde geval. Daarom

τ =
1

â−b

{
log

N̂
i
+ f (â/b)

}
+o(1), N̂ →+∞.

Maar aangezien N̂ → +∞ equivalent is met N → +∞, als logN̂ = logN+
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O(1/N) en als â = a+O(1/N), vallen we terug op

τ =
1

a−b

{
log

N
i
+ f (a/b)

}
+o(1), N →+∞.

1.3.2 Studie van de functie f (R0)

Figuur 1.5 laat zien hoe de functie f (R0) van stelling 1.8 varieert als functie
van R0 :

• de functie f (R0) lijkt toe te nemen; dit is niet duidelijk, zelfs niet bij
het berekenen van de afgeleide;

• we hebben : f (R0) = 0 voor R0 ≈ 2,1.

• voor waarden van R0 die niet te dicht bij 1 liggen, zeg tussen 1,5 en
10 wat een redelijk bereik is voor veel infectieziekten, lijkt de term
f (R0) vrij klein vergeleken met de eerste term log(N/I0) van de for-
mule (1.10). Met I0 = 1 en bijvoorbeeld een populatie van N = 105,
hebben we log(N/I0)≈ 11,5 terwijl | f (R0)| kleiner blijft dan 2.

102 4 6 81 3 5 7 9

0

−10

−8

−6

−4

−2

2

4

6

Figuur 1.5: f (R0) als functie van R0 [ononderbroken lijn] en de benadering (1.11) in
de buurt van R0 = 1 [stippellijn].

Propositie 1.10.

f (R0) = log
[
2(R0 −1)2

]
+o(1), R0 → 1+. (1.11)



16

Bewijs. Wanneer R0 → 1+, logR0 = (R0 −1)(1+o(1)) en

log
[(

1− 1
R0

)
logR0

]
= log

[
(R0 −1)2]+o(1) = 2log(R0 −1)+o(1).

In de buurt van u = 0+,

−1+ e−u +u
u(1− e−u −u/R0)

=
u2/2+o(u2)

u(u−u2/2+o(u2)−u/R0)

=
1+o(1)

2(1−1/R0)−u+o(u)
.

Echter ∫ logR0

0

du
2(1−1/R0)−u

=
[
− log

{
2(1−1/R0)−u

}]logR0

0

=− log
2(1−1/R0)− logR0

2(1−1/R0)

=− log
[

1− logR0

2(1−1/R0)

]
−→

R0→1+
− log(1/2) = log2

Of

ζ (u) =
−1+ e−u +u

u(1− e−u −u/R0)
− 1

2(1−1/R0)−u
.

Dan moet nog worden aangetoond dat

∫ logR0

0
ζ (u)du −→

R0→1+
0.

Herleid tot dezelfde noemer, zien we dat

ζ (u) = (1−1/R0)
e−u −1+u−u2/2

u(1− e−u −u/R0)(1−1/R0 −u/2)
.

Volgens de Taylor-Lagrange formule, voor alle u > 0, bestaat θ ∈ ]0; 1[ zo-
danig dat

e−u = 1−u+
u2

2
− u3

6
e−θu.
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Dus voor alle u > 0,∣∣∣∣e−u −1+u− u2

2

∣∣∣∣⩽ u3

6
,

1− e−u −u/R0 = u− u2

2
+

u3

6
e−θu −u/R0

> u− u2

2
−u/R0 = u(1−1/R0 −u/2).

Merk op dat voor 0 < u < logR0,

1−1/R0 −u/2 > 1−1/R0 − (logR0)/2 ∼
R0→1+

(R0 −1)/2 > 0.

Voor R0 dicht bij 1, hebben we 1−1/R0 − (logR0)/2 > 0. Zo,∣∣∣∣∫ logR0

0
ζ (u)du

∣∣∣∣⩽ 1−1/R0

[1−1/R0 − (logR0)/2]2

∫ logR0

0

u
6

du

=
1−1/R0

[1−1/R0 − (logR0)/2]2
(logR0)

2

12

∼
R0→1+

R0 −1
3

−→
R0→1+

0.

1.3.3 Opmerking

De datum van de piek is geen monotoon afnemende functie van de effectieve
contactfrequentie a, zoals men a priori zou kunnen denken. Figuur 1.6 illu-
streert dit met enkele numerieke voorbeelden.

Om deze figuur te begrijpen zonder echt rigoureus te zijn, neem aan dat
N groot is en R0 dicht bij 1 ligt, maar met N(R0 −1)2 niet te klein. Door de
benaderingsformules (1.10) en (1.11) te combineren, vinden we

τ ≈
log
[

N
I0

2(a/b−1)2
]

a−b
.

Dus

∂τ

∂a
≈

2− log
[

N
I0

2(a/b−1)2
]

(a−b)2 .

Merk op dat ∂τ

∂a ≈ 0 als
a
b
≈ 1+ e

√
I0

2N
,
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Figuur 1.6: De datum τ van de epidemie-piek volgens de exacte formule (1.9) als
functie van de effectieve contactfrequentie a voor a > b/(1− I0

N ) als I0 = 1 en N ∈
{100; 1000; 10000}. De tijdseenheid is zo gekozen dat b = 1.

waarbij e de basis is van de neperiaanse logaritmen. Met deze waarde van a,
noteren we het a∗, de overeenkomstige waarde van het maximum van τ is

τmax ≈
2

a∗−b
=

2
be

√
2N
I0

.

De datum van de epidemie-piek is dus niet altijd een afnemende functie van
de contactfrequentie, maar dit wordt alleen waargenomen voor waarden van
R0 die dicht bij 1 liggen.

1.4 Benadering wanneer de reproductiviteit dicht bij 1 ligt

Laten we nog eens kijken naar het geval waarin R0 = a/b ≈ 1 met R0 > 1.
Veronderstel dat de begin-voorwaarde I0/N klein is. Volgens de benadering
(1.7) is de uiteindelijke omvang van de epidemie R∞/N ook klein. Aangezien
functie R(t) stijgend is, betekent dit dat de functie R(t)/N klein blijft voor alle
t ⩾ 0. Vergelijking (1.6) toont aan dat S(t) = S(0)e−aR(t)/(Nb). Daarom

dR
dt

= b I = b(N−S−R) = b
[
N−S(0)e−aR/(Nb)−R

]
.
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Een afgeknotte beperkte expansie tot orde 2 van de exponentiaal e−x = 1−
x+ x2/2+o(x2) leidt tot

dR
dt

≈ b
[

N−S(0)
(

1− aR
Nb

+
a2 R2

2N2 b2

)
−R

]
.

Aangezien S(0) = N− I0,

dR
dt

≈ b I0 +

(
aS(0)

N
−b
)

R− S(0)a2

2bN2 R2. (1.12)

Herinner u dat ch(·) en th(·) de hyperbolische cosinus en de hyperbolische
tangens betekenen.

Hulpstelling 1.11. Stel α < 0, β > 0 en γ > 0 en

∆ = β
2 −4α γ, τ =

2√
∆

Arg th
(

β√
∆

)
.

Dan is de oplossing van de Riccati-vergelijking

dR
dt

= α R2 +β R+ γ

met de begin-voorwaarde R(0) = 0

R(t) =
−β −

√
∆ th

(√
∆(t − τ)/2

)
2α

,

zodat
dR
dt

=
−∆/(4α)

ch2
(√

∆(t − τ)/2
) .

Bewijs. De aannames impliceren ∆ > 0. Laten we stellen

R± =
−β ±

√
∆

2α
, R(t) = R−+ r(t).

Dan

dr
dt

=
dR
dt

= α (R−+ r)2 +β (R−+ r)+ γ

= α R−
2 +β R−+ γ +(β +2α R−)r+α r2

= (β +2α R−)r+α r2 =−
√

∆ r+α r2.
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Veronderstel δ =
√

∆. Laat ρ = 1/r gelden. Dan

dρ

dt
=− 1

r2
dr
dt

=
δ

r
−α = δ ρ −α.

Dit leidt tot
ρ(t) = ρ(0)eδ t +

α

δ

(
1− eδ t

)
.

Terugkerend naar variabelen r(t) en R(t) en rekening houdend met R(0) = 0,
verkrijgen we

R(t) = R−+
1

− eδ t

R−
+ α

δ

(
1− eδ t

) .
Als we R− vervangen door de uitdrukking ervan, krijgen we

R(t) =
−β −δ

2α
+

δ/α

1+ δ−β

δ+β
eδ t

.

Een formule voor hyperbolische goniometrie geeft echter [52, sectie 8.5.3]

τ =
2
δ

Arg th
(

β

δ

)
=

1
δ

log
(

1+β/δ

1−β/δ

)
=

1
δ

log
(

δ +β

δ −β

)
.

Dus

R(t) =
−β −δ

2α
+

δ/α

1+ eδ (t−τ)
=− β

2α
− δ

2α

(
1− 2

1+ eδ (t−τ)

)
=− β

2α
− δ

2α

eδ (t−τ)−1
eδ (t−τ)+1

=− β

2α
− δ

2α
th [δ (t − τ)/2] .

De afgeleide van R(t) is onmiddellijk af te leiden.

Laten we terugkeren naar de benaderingsvergelijking (1.12). We hebben

α =−S(0)a2

2bN2 < 0, β =
aS(0)

N
−b > 0, γ = b I0 > 0.

Dus

I(t) =
1
b

dR
dt

≈ N
2

[N/S(0)](∆/a2)

ch2
(√

∆ (t − τ)/2
) ,

met

∆ =

(
aS(0)

N
−b
)2

+2a2 S(0) I(0)
N2 , τ =

2√
∆

Arg th

(
aS(0)

N −b
√

∆

)
.
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Merk op dat deze benadering van I(t) een symmetrische bel-kromme is met
een maximum bij t = τ , hetgeen a posteriori het gebruik van τ in lemma 1.11
rechtvaardigt. Kermack en McKendrick verkregen deze benadering in 1927
[3, hoofdstuk 18].

Veronderstel meer precies R0 = a/b ≈ 1, R0 > 1 en I0/N ≪ (R0 −1)2.
Omdat we ook I0/N ≪ R0 −1 hebben, vinden we

α =− a2

2bN
(1− I0/N)≈− a

2N
,

β = (a−b)
(

1− I0/N
1−b/a

)
≈ a−b,

∆ = [a(1− I0/N)−b]2 +2a2(I0/N)(1− I0/N)

≈ (a−b)2 +2ab(I0/N)≈ (a−b)2.

Aldus

I(t) =
1
b

dR
dt

≈ N
2

(a/b−1)2

ch2[(a−b)(t − τ)/2]
. (1.13)

We vinden, net als in paragraaf 1.3, dat I(τ)/N ≈ (R0 −1)2/2. Verder is

th
(√

∆τ/2
)
=

β√
∆
≈

1− I0/N
1−b/a

1+ab I0/N
(a−b)2

≈ 1−ab
I0/N

(a−b)2 ≈ 1− I0/N
(a/b−1)2 .

We leiden af dat de hyperbolische tangens dicht bij 1 ligt, zodat

th
(√

∆τ/2
)
≈ 1−2e−

√
∆τ .

Aldus

τ ≈ 1
a−b

log
(

2N
I0

(a/b−1)2
)
.

Dit is dezelfde uitdrukking als in paragraaf 1.3.3, zoals het hoort.
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S-E-I-R Modellen

Wij bestuderen een epidemie gemodelleerd door een systeem van
differentiaal vergelijkingen van het type S-E-I-R. Wanneer de po-
pulatie N groot is, vermoeden wij dat de epidemie-piek plaats-
vindt op tijdstip τ met τ ∼ (logN)/λ+, waarbij λ+ de grootste
eigenwaarde is van het gelineariseerde systeem.

2.1 Vergelijkingen

Het S-E-I-R model bevat een latente fase voordat besmette personen besmet-
telijk worden. Het aantal personen in de latente fase wordt genoteerd als E (E
voor „blootgesteld”). Gegeven wat werd gezien in hoofdstuk 1, vertaalt dit
zich in

dS
dt

=−aS
I
N
, (2.1)

dE
dt

= aS
I
N
− cE, (2.2)

dI
dt

= cE−b I, (2.3)

dR
dt

= b I, (2.4)

waarbij parameters a en b hetzelfde zijn als voor het S-I-R-model in hoofd-
stuk 1 en parameter c de snelheid is waarmee degenen die in de latente fase
geïnfecteerd zijn, besmettelijk worden (c > 0). De beginvoorwaarden zijn

S(0) = N−nE −nI, E(0) = nE ⩾ 0, I(0) = nI ⩾ 0, R(0) = 0, (2.5)

met nE ⩾ 0, nI ⩾ 0 en 0 < nE +nI < N.
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Aan het begin van een epidemie zal een pas geïnfecteerde persoon ge-
middeld nog R0 secundaire gevallen besmetten voordat hij in compartiment
R komt, met

R0 =
a
b
,

ondanks de latentiefase. Het aanvankelijke aantal besmette personen nE +nI
is gewoonlijk zeer klein in vergelijking met de totale bevolking N. Aan het
begin van een epidemie hebben we dus S(t)≈ N, zodat

dE
dt

≈ aI− cE,
dI
dt

≈ cE−bI.

De functies E(t) en I(t) groeien of dalen volgens eλ+t , waarbij λ+ de grootste
eigenwaarde is van de matrix

M =

(
−c a
c −b

)
.

Propositie 2.1. Het stelsel (2.1)-(2.4) heeft een unieke oplossing gedefinieerd
voor alle t > 0. Bovendien is S(t) > 0, E(t) > 0, I(t) > 0 en R(t) > 0 voor
alle t > 0.

Bewijs. Net als voor het S-I-R model verzekert de stelling van Cauchy-Lipschitz
het bestaan en de uniciteit van een oplossing van het systeem (2.1)-(2.4) met
beginvoorwaarden (2.5) op een maximaal interval [0; T[. We hebben ook

S(t) = S(0)exp
(
− a

N

∫ t

0
I(u)du

)
> 0

voor alle 0 < t < T. Laat

X(t) =
(

E(t)
I(t)

)
, F(t) =

(
−c aS(t)/N
c −b

)
.

We hebben
dX
dt

= F(t)X(t).

In het volgende zullen de ongelijkheden ⩽ en ⩾ tussen vectoren of matri-
ces betekenen dat er ongelijkheid is voor alle respectieve componenten. We
hebben X(0)⩾ 0 en X(0) ̸= 0 sinds nE+nI > 0. Gezien de niet-diagonale ter-
men van de matrix F(t) strikt positief zijn, geldt stelling 2.8 van de hieronder
volgende appendix: voor alle t ∈ ]0; T[, E(t)> 0 en I(t)> 0. Zoals

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du,
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hebben we ook R(t)> 0 voor alle t ∈ ]0; T[. Sinds

d
dt
(S+E+ I+R) = 0,

hebben we

S(t)+E(t)+ I(t)+R(t) = S(0)+E(0)+ I(0)+R(0) = N (2.6)

en

0 < S(t)< N, 0 < E(t)< N, 0 < I(t)< N, 0 < R(t)< N

voor alle 0 < t < T. Hieruit volgt zoals in het bewijs van stelling 1.2 dat T =
+∞: het systeem heeft een unieke oplossing gedefinieerd voor alle t > 0.

Propositie 2.2. De functie S(t) is strikt afnemend en convergeert naar een
limiet S∞ die hetzelfde is als in stelling 1.3. De functie R(t) is strikt stijgend
en convergeert naar een limiet R∞ met S∞ +R∞ = N. Bovendien, E(t) → 0
en I(t)→ 0 wanneer t →+∞.

Bewijs. Voor het S-I-R model hebben we

dS
dt

=−aS
I
N

< 0.

De functie S(t) is dus strikt afnemend en geminimaliseerd door 0. Het con-
vergeert naar een limiet S∞ als t →+∞. Op dezelfde manier,

dR
dt

= b I > 0.

De functie R(t) is dus strikt stijgend en neemt toe met N. Het convergeert
naar een limiet R∞ wanneer t →+∞. We hebben

d
dt
(I+R) = cE > 0.

De functie I(t)+R(t) is dus stijgend en neemt toe met N. Het convergeert
naar een limiet. Daarom convergeert I(t) ook naar een limiet I∞. Maar

b
∫ t

0
I(u)du = R(t)⩽ N.

Daarom I∞ = 0. De functie E(t) =N−S(t)−I(t)−R(t) convergeert ook naar
een limiet E∞. Zoals

c
∫ t

0
E(u)du = I(t)+R(t)− I(0)⩽ N,
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hebben we E∞ = 0. Met vergelijking (2.6) verkrijgen we in de limiet

S∞ +R∞ = N.

Volgens vergelijkingen (2.1) en (2.4),

dR
dt

=−bN
aS

dS
dt

.

Wat het S-I-R model betreft, hebben we

R(t) =−bN
a

log
S(t)
S(0)

. (2.7)

De uiteindelijke grootte van de epidemie R∞ wordt dus nog steeds gegeven
door stelling 1.3.

2.2 Epidemische piek

Laat ons de definitie van de epidemie-piek, die wij zullen hanteren, verduide-
lijken. We hebben

d
dt
(E+ I) = (aS/N−b)I. (2.8)

Stel dat
S(0)/N = 1− (nE +nI)/N > b/a.

Indien a > b, is deze ongelijkheid waar zodra N groot genoeg is. We hebben
I(t) > 0 voor alle t > 0. De functie S(t) is strikt afnemend en neemt af van
S(0)> Nb/a tot S∞ op het interval [0; +∞[, met S∞ < Nb/a door stelling 1.3.
Er is dus een unieke τ > 0 zodanig dat

S(τ) = Nb/a.

Volgens vergelijking (2.8) is de functie E(t)+ I(t) strikt toenemend op het
interval [0; τ] en vervolgens strikt afnemend op het interval [τ ; +∞[. We noe-
men τ de epidemische piek. Het komt meestal niet overeen met het maximum
van I(t) of E(t).

Volgens vergelijking (2.7), hebben we ook

E(τ)+ I(τ) = N−S(τ)−R(τ) = N−S(τ)+
bN
a

log
S(τ)
S(0)

.

Sinds S(τ) = Nb/a, hebben we

E(τ)+ I(τ) = N
(

1− b
a
+

b
a

log
Nb

aS(0)

)
, (2.9)
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die de hoogte van de epidemische piek geeft.

Hulpstelling 2.3. Laat M een vierkante matrix zijn van orde 2 met reële co-
ëfficiënten. Veronderstel dat de twee eigenwaarden λ1 en λ2 van deze matrix
verschillend zijn. Dan

exp(M) =
λ1eλ2 −λ2eλ1

λ1 −λ2
I +

eλ1 − eλ2

λ1 −λ2
M,

waarin I de eenheidsmatrix van orde 2 is.

Bewijs. Laten we stellen dat

D =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Volgens de Cayley-Hamilton stelling [52, Stelling 3.2.7], kan de matrix D2

en dus ook de hogere machten van D geschreven worden als een lineaire
combinatie van de identiteitsmatrix I en de matrix D. Hetzelfde geldt voor
exp(D). Laten we de getallen x en y zo zoeken dat exp(D) = xI + yD. Dit
leidt tot het systeem

eλ1 = x+ yλ1, eλ2 = x+ yλ2,

waarvan de oplossing is

x =
λ1eλ2 −λ2eλ1

λ1 −λ2
, y =

eλ1 − eλ2

λ1 −λ2
.

Er is een inverteerbare matrix P zodanig dat M = P−1DP. Daarom

exp(M) =
+∞

∑
n=0

Mn

n!
= P−1 exp(D)P = P−1(xI + yD)P = xI + yM.

De volgende stelling geeft een ondergrens voor de datum van de epidemie-
piek.

Propositie 2.4. Er bestaat een constante K ∈ R, die afhangt van a, b, c, nE
en nI (maar niet van N), zodanig dat

τ ⩾
logN
λ+

+K.
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Bewijs. Als S/N ⩽ 1, hebben we

dE
dt

⩽−cE+a I,
dI
dt

= cE−b I.

Laat

X(t) =
(

E(t)
I(t)

)
, M =

(
−c a
c −b

)
, Y(t) = etM

(
nE
nI

)
.

Bedenk dat de ongelijkheden ⩽ en ⩾ tussen vectoren of matrices betekenen
dat er ongelijkheid is voor alle respectieve componenten. We hebben

dX
dt

⩽ MX(t),
dY
dt

= MY(t), X(0) = Y(0).

De niet-diagonale termen van de matrix M zijn positief. Door corollarium
2.6 van de appendix geldt X(t)⩽ Y(t) voor alle t ⩾ 0, d.w.z.(

E(t)
I(t)

)
⩽ etM

(
nE
nI

)
.

Door lemma 2.3 wordt de matrix-exponentiaal exp(t M) expliciet berekend
met de eigenwaarden van de matrix M, en zijn gegeven door

λ± =
−b− c±

√
(b− c)2 +4ac
2

.

We vinden

etM =


eλ+t+eλ−t

2 + b−c√
(b−c)2+4ac

eλ+t−eλ−t

2
a(eλ+t−eλ−t)√

(b−c)2+4ac

c(eλ+t−eλ−t)√
(b−c)2+4ac

eλ+t+eλ−t

2 + c−b√
(b−c)2+4ac

eλ+t−eλ−t

2


voor alle t ⩾ 0. We leiden af

E(τ)+ I(τ)⩽ (1 1) eτM
(

nE
nI

)
⩽

(
eλ+τ + eλ−τ

2
+

b+ c√
(b− c)2 +4ac

eλ+τ − eλ−τ

2

)
nE

+

(
eλ+τ + eλ−τ

2
+

2a+ c−b√
(b− c)2 +4ac

eλ+τ − eλ−τ

2

)
nI.
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Sinds λ− < λ+ bestaat er een constante k > 0, die afhangt van a, b, c, nE en
nI (maar niet van N), zodanig dat

E(τ)+ I(τ)⩽ k eλ+τ .

Maar de vergelijking (2.9) voor de hoogte van de epidemie-piek met S(0)/N<
1 laat zien dat

N
(

1− b
a
+

b
a

log(b/a)
)
⩽ E(τ)+ I(τ)⩽ k eλ+τ .

De ondergrens van de stelling volgt.

Deze ondergrens suggereert dat

τ ∼ logN
λ+

, N →+∞.

Als voorbeeld werden c = 1/3 per dag, b = 1/4 per dag, nE = 1, nI = 0,
gekozen en drie waarden van de effectieve contactfrequentie a zodat a/b ∈
{1,5 ; 2 ; 3}. Na een besmettelijke periode van gemiddeld 4 dagen volgt dus
een latente fase van gemiddeld 3 dagen. Voor de totale populatie N werden
verschillende waarden genomen tussen 102 en 108. Het S-E-I-R systeem werd
opgelost met de gratis software Scilab en de piek τ die overeenkomt met het
maximum van E+ I werd gevonden. Figuur 2.1 laat zien hoe τ varieert als
functie van logN. Figuur (logN)/λ+ is ook uitgezet. De hellingen lijken
samen te vallen, wat het geval zou zijn als het vermoeden waar was. De
figuur suggereert ook dat de volgende term in de asymptotische expansie van
τ nog steeds een constante is, die negatief is als R0 = a/b dicht bij 1 ligt
en positief wordt als R0 toeneemt. Het lijkt moeilijk om deze constante te
bepalen aan de hand van de parameters van het model.

2.3 Aanhangsel: Coöperatieve lineaire differentiële syste-
men

De ongelijkheden ⩽ en ⩾ tussen vectoren betekenen dat er ongelijkheid is
voor alle respectieve componenten.

Propositie 2.5. Laat m ⩾ 2 een geheel getal zijn, J een interval van R, M :
J → Rm×m een continue functie zodat

∀i ̸= j, ∀t ∈ J, Mi, j(t)⩾ 0,
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Figuur 2.1: De datum τ van de epidemie-piek in het S-E-I-R model als functie van
logN uit de numerieke simulaties [ononderbroken lijnen] en (logN)/λ+ [kleine cir-
kels].

en G : J → Rm een continue functie zodat

∀t ∈ J, G(t)⩾ 0.

Laten t0 ∈ J en X0 ∈ Rm zodanig zijn dat X0 ⩾ 0. Laat X : J → Rm de oplos-
sing zijn van het lineaire stelsel van differentiaal vergelijkingen

∀t ∈ J,
dX
dt

= M(t)X+G(t)

met X(t0) = X0. Dan X(t)⩾ 0 voor alle t ∈ J met t ⩾ t0.

Bewijs. Herinner je dat de oplossing X(t) = (X1(t), . . . ,Xm(t)) goed gedefi-
nieerd is voor alle t ∈ J [16, Stelling 2.3]. Veronderstel eerst dat alle com-
ponenten van de begin-voorwaarde X0 strikt positief zijn. De componenten
van oplossing X(t) blijven allemaal strikt positief althans over een klein tijds-
interval zoals t0 bevat. Laten we redeneren vanuit het absurde. Stel dat de
verzameling

E = {t ∈ J | t > t0, ∃i, 1 ⩽ i ⩽ m, Xi(t) = 0}

niet leeg is. Laat t+ = infE zijn. Dan t+ > t0 en er bestaat een i zodanig dat
Xi(t+) = 0. Bovendien, voor 1 ⩽ j ⩽ m en t ∈ ]t0 ; t+[, X j(t) > 0. Dus voor
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t ∈ ]t0 ; t+[,

dXi

dt
= Mi,i(t)Xi(t)+∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t)+Gi(t)⩾ Mi,i(t)Xi(t),

d
dt

[
exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(s)ds

)
Xi(t)

]
⩾ 0,

exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(s)ds

)
Xi(t)⩾ Xi(t0).

Door t te laten neigen naar t+, verkrijgen we 0 ⩾ Xi(t0), wat onmogelijk is
omdat Xi(t0)> 0. Daarom X j(t)> 0 voor 1 ⩽ j ⩽ m en voor alle t ∈ J zo dat
t > t0.

Als we alleen X0 ⩾ 0 hebben, dan beschouwen we bijvoorbeeld de rij op-
lossingen X(n)(t) van hetzelfde stelsel van differentiaal vergelijkingen maar
met de begin-voorwaarde X(n)

i (t0)=X0,i+1/n voor 1⩽ i⩽m. Uit het boven-
staande volgt X(n)

i (t) > 0 voor alle i en alle t ∈ J∩ ]t0 ; +∞[. De continuïteit
van een oplossing ten opzichte van de begin-voorwaarde [16, Stelling 3.39]
toont aan dat voor alle i en alle t ∈ J∩ ]t0 ; +∞[

Xi(t) = lim
n→+∞

X(n)
i (t)⩾ 0.

Corollarium 2.6. Laat m ⩾ 2 een geheel getal zijn, J een interval van R,
M : J → Rm×m een continue functie zodat

∀i ̸= j, ∀t ∈ J, Mi, j(t)⩾ 0,

en H : J → Rm een continue functie. Stel dat X : J → Rm en Y : J → Rm

continue en differentieerbare functies zijn, zodat

∀t ∈ J,
dX
dt

⩽ M(t)X(t)+H(t),
dY
dt

⩾ M(t)Y(t)+H(t)

en X(t0)⩽ Y(t0). Dan X(t)⩽ Y(t) voor alle t ∈ J met t ⩾ t0.

Bewijs. Laat Z(t) = Y(t)−X(t) en

G(t) = M(t)X(t)+H(t)− dX
dt

+
dY
dt

−M(t)Y(t)−H(t).

. Dan zijn Z(t0)⩾ 0, G(t)⩾ 0 en

dZ
dt

=
dY
dt

− dX
dt

= M(t)Z(t)+G(t).

Door stelling 2.5, Z(t)⩾ 0 en dus X(t)⩽ Y(t) voor alle t ∈ J met t ⩾ t0.
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Definitie 2.7. Een vierkante matrix M zodat Mi, j ⩾ 0 voor alle i ̸= j wordt
gezegd niet vereenvoudigbaar te zijn als er voor alle i ̸= j een geheel getal
p ⩾ 1 bestaat en een rij k0, k1, . . ., kp zodat k0 = i, kp = j, kℓ ̸= kℓ+1 voor alle
0 ⩽ ℓ⩽ p−1 en

Mk0,k1 ×Mk1,k2 ×·· ·×Mkp−1,kp > 0.

Propositie 2.8. Dezelfde aannames als in 2.5. Neem verder aan dat X0 ̸= 0
en de matrix M(t0) niet vereenvoudigbaar zijn. Dan is Xi(t) > 0 voor alle
t ∈ J zodat t > t0 en voor 1 ⩽ i ⩽ m.

Bewijs. Volgens stelling 2.5, X(t)⩾ 0 voor alle t ∈ J met t ⩾ t0. We hebben
voor alle i en alle t ∈ J zo dat t > t0,

dXi

dt
−Mi,i(t)Xi(t) = ∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t)+Gi(t)⩾ ∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t).

Daarom

d
dt

[
exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
Xi(t)

]
⩾ exp

(
−
∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
∑
j ̸=i

Mi, j(t)X j(t)

en

Xi(t)⩾exp
(∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
Xi(0)

+∑
j ̸=i

∫ t

t0
exp
(∫ t

s
Mi,i(u)du

)
Mi, j(s)X j(s)ds.

Veronderstel dat j0 bestaat zodanig dat X j0(t0)> 0. Daarom

X j0(t)⩾ exp
(∫ t

t0
M j0, j0(u)du

)
X j0(0)> 0

voor alle t ∈ J zodanig dat t > t0.
Laat i ̸= j0 zijn. Aangezien de matrix M(t0) niet vereenvoudigbaar is,

bestaat er een geheel getal p ⩾ 1 en een rij k0, k1, . . ., kp zodanig dat k0 = i,
kp = j0, kℓ ̸= kℓ+1 voor alle 0 ⩽ ℓ⩽ p−1 en

Mk0,k1(t0)×Mk1,k2(t0)×·· ·×Mkp−1,kp(t0)> 0.
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Elk van de factoren van dit product is strikt positief. Aangezien de functie
t 7→ M(t) continu is, bestaat er ε > 0 zodat voor alle t ∈ ]t0 ; t0 + ε[,

Mk0,k1(t)> 0, Mk1,k2(t)> 0, . . . Mkp−1,kp(t)> 0.

Daarom

Xkp−1(t)⩾
∫ t

t0
exp
(∫ t

s
Mkp−1,kp−1(u)du

)
Mkp−1, j0(s) X j0(s) ds > 0

voor alle t ∈ J met t > t0. We leiden op dezelfde manier voor alle t ∈ I met
t > t0 af dat Xkp−2(t)> 0, . . ., Xk1(t)> 0 en tenslotte Xk0(t) = Xi(t)> 0.
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Reproductiviteit

Voor epidemie-modellen met meerdere compartimenten en een
constante omgeving wordt de reproductiviteit R0 vaak weergege-
ven als de spectrale straal van een zogenaamde volgende-generatiematrix.
Dit begrip strekt zich ook uit tot modellen die gestructureerd zijn
door de tijd sinds de besmetting.

3.1 Stelsels van differentiaalvergelijkingen

Veel wiskundige modellen van epidemieën hebben de vorm van een stelsel
van gewone niet-lineaire differentiaalvergelijkingen, zoals in hoofdstukken 1
en 2. Aan het begin van de epidemie vertegenwoordigen de geïnfecteerde
individuen, die van m verschillende types kunnen zijn (m ⩾ 1), bv. E en I in
het S-E-I-R model, een verwaarloosbare fractie van de bevolking zodat het
model kan worden gelineariseerd om een lineair systeem te verkrijgen voor
alleen de geïnfecteerde compartimenten. Dit systeem is meestal van de vorm

dI
dt

= (A−B−C)I, (3.1)

waar:

• coëfficiënt Ik(t) van vector I= (I1, . . . , Im) het aantal besmette personen
van type k is;

• coëfficiënt
Ai, j ⩾ 0

van infectie-matrix A de snelheid waarmee een geïnfecteerde persoon
van type j nieuwe geïnfecteerde personen van type i voortbrengt is;
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• matrix B een diagonaalmatrix is en

B j, j ⩾ 0

de snelheid waarmee een besmet persoon van type j ophoudt besmet te
zijn;

• overdrachtsmatrix C zodanig is dat

∀i ̸= j, −Ci, j ⩾ 0

de snelheid is waarmee een besmet persoon van type j een besmet per-
soon van type i wordt en

C j, j =−∑
i̸= j

Ci, j ⩾ 0;

• de eigenwaarden van de matrix

D = B+C

allemaal een strikt positief reëel deel hebben.

Voor elke matrix M noteren we Sp(M) zijn spectrum, d.w.z. de verza-
meling van zijn eigenwaarden. De spectrale straal van de natrix is gegeven
door

ρ(M) = max{|λ | : λ ∈ Sp(M)}

en de stabiliteit modulus is gegeven door

σ(M) = max{Re(λ ) : λ ∈ Sp(M)} .

Het asymptotisch gedrag van het lineaire stelsel van differentiaal verge-
lijkingen (3.1) hangt af van het spectrum van de matrix

M = A−D.

De oplossing I = 0 is asymptotisch stabiel wanneer en alleen wanneer

σ(M)< 0

[16, Theorem 6.13]. Bijvoorbeeld, in de afwezigheid van infectie (A = 0),
reduceert het systeem tot

dI
dt

=−DI.
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Als σ(−D) < 0 convergeren de oplossingen van het laatstgenoemde stelsel
naar 0.

Epidemiologen gebruiken vaak liever een andere index als drempelwaarde
in plaats van de stabiliteit-modulus, namelijk de reproductiviteit R0, die wij
zullen trachten te verklaren in het kader van het gelineariseerde model (3.1).

Stel dat de geïnfecteerde populatie op het begintijdstip t = 0 tot generatie
0 behoort en dat I(n)(t) de geïnfecteerde populatie is die op tijdstip t tot gene-
ratie n behoort. Voor alle t > 0 en alle n ⩾ 0 kan de geïnfecteerde populatie
dan beschreven worden door

I(0)(0) = I(0),
dI(0)

dt
=−DI(0)(t), (3.2)

I(n+1)(0) = 0,
dI(n+1)

dt
= AI(n)(t)−DI(n+1)(t). (3.3)

Deze laatste vergelijking betekent dat de besmette personen die tot generatie
n+1 behoren, besmet zijn door personen van generatie n.

Propositie 3.1. Voor alle n ⩾ 0 en alle t ⩾ 0,

I(n+1)(t) =
∫ t

0
e−xD AI(n)(t − x)dx.

Bewijs. Met vergelijking (3.3), hebben we

d
dt

(
etD I(n+1)(t)

)
= etD

[
DI(n+1)(t)+

dI(n+1)

dt

]
= etD AI(n)(t).

Aangezien I(n+1)(0) = 0, geeft een integratie

I(n+1)(t) =
∫ t

0
e−(t−s)D AI(n)(s)ds.

∥ · ∥ is een matrixnorm die ondergeschikt is aan een vectornorm die op
dezelfde manier is genoteerd.

Propositie 3.2. Er bestaan α > 0 en β > 0 zodanig dat voor alle n ⩾ 0 en
alle t ⩾ 0,

∥I(n)(t)∥⩽ α
n+1 ∥A∥n tn

n!
e−β t ∥I(0)∥.

Bewijs. Aangezien σ(−D) < 0, toont [16, lemma 6.15] aan dat er α > 0 en
β > 0 bestaan zodat voor alle x ⩾ 0

∥e−xD∥⩽ α e−βx.
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We hebben

∥I(0)(t)∥= ∥e−tDI(0)∥⩽ ∥e−tD∥∥I(0)∥⩽ α e−β t ∥I(0)∥

en de ongelijkheid van de stelling is waar voor n = 0. Door herhaling, laten
we aannemen dat het waar is op rang n−1 met n ⩾ 1. Dan

∥I(n)(t)∥⩽
∫ t

0
∥e−xD AI(n−1)(t − x)∥dx

⩽
∫ t

0
∥e−xD∥∥A∥∥I(n−1)(t − x)∥dx

⩽ ∥A∥
∫ t

0
α e−βx

α
n ∥A∥n−1 (t − x)n−1

(n−1)!
e−β (t−x) ∥I(0)∥dx

⩽ α
n ∥A∥n+1e−β t

∫ t

0

(t − x)n−1

(n−1)!
dx∥I(0)∥

= α
n ∥A∥n+1 e−β t tn

n!
∥I(0)∥.

Met dit voorstel, is de serie

∑
n⩾0

I(n)(t)

inderdaad convergent en is de som I(t) een oplossing van het stelsel (3.1) met
de begin-voorwaarde I(0).

Propositie 3.3. Laten we stellen dat

h(n)(t) = AI(n)(t),

K(x) = Ae−xD.

Dan is voor alle n ⩾ 0 en alle t ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx,

∥h(n)(t)∥⩽ α
n+1 ∥A∥n+1 tn

n!
e−β t ∥I(0)∥

en h(0)(t) = K(t) I(0).

Vector h(n)(t) is de vector van nieuwe infecties per tijdseenheid als gevolg
van generatie n op tijdstip t, d.w.z. de incidentie.
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Bewijs. We hebben

h(n+1)(t) = AI(n+1)(t) = A
∫ t

0
e−xD AI(n)(t − x)dx

=
∫ t

0
Ae−xD h(n)(t − x)dx.

Verder,
h(0)(t) = AI(0)(t) = Ae−tDI(0).

De begrippen positieve matrix en positieve vector worden in herinnering
gebracht in Appendix 3.3. Er wordt aangenomen dat I(0)⩾ 0.

Propositie 3.4. Voor alle x ⩾ 0, zijn de matrices e−xD, K(x) = Ae−xD, D−1

en AD−1 positief en ∫ +∞

0
e−xD dx = D−1.

Bovendien geldt dat h(n)(t)⩾ 0 voor alle n ⩾ 0 en alle t ⩾ 0.

Bewijs. Laat x ⩾ 0 zijn. Laat ook Q(x) = e−xD gelden. Dan

dQ
dx

=−DQ(x)

en Q(0) = I (de identiteitsmatrix). De stelling 2.5 toegepast op elk van de
eenheidsvectoren toont aan dat Q(x)⩾ 0 voor alle x ⩾ 0, aangezien −Di, j =
−Ci, j ⩾ 0 indien i ̸= j. Net als A ⩾ 0 is ook de matrix K(x) =AQ(x) positief.

Door te integreren vinden we

Q(x)−Q(0) = Q(x)−I =−D
∫ x

0
Q(y)dy.

Aangezien σ(−D) < 0, hebben we Q(x)→ 0 wanneer x → +∞ [16, lemma
6.15]. Dus de integraal is convergent en

I = D
∫ +∞

0
Q(y)dy.

Aangezien Q(x)⩾ 0, hebben we

D−1 =
∫ +∞

0
Q(x)dx ⩾ 0.

De positiviteit van de vector h(n)(t) volgt uit stelling 3.3.
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Propositie 3.5. Laten we stellen dat

H(n) =
∫ +∞

0
h(n)(t)dt,

K =
∫ +∞

0
K(x)dx = AD−1.

Dan geldt voor alle n ⩾ 0,

H(n) = K n+1 I(0).

Vector H(n) is de vector van de incidenties ten gevolge van generatie n.
De positieve matrix K wordt „de volgende generatie matrix” genoemd.

Bewijs. Volgens propositie 3.3,

H(n+1) =
∫ +∞

0
h(n+1)(t)dt

=
∫ +∞

0

∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx dt

=
∫ +∞

0

∫ +∞

x
K(x)h(n)(t − x)dt dx

=

(∫ +∞

0
K(x)dx

)(∫ +∞

0
h(n)(t)dt

)
= K H(n).

Bovendien,

H(0) =
∫ +∞

0
h(0)(t)dt =

∫ +∞

0
K(t) I(0)dt = K I(0).

Definitie 3.6. De reproductiviteit R0 is de spectrale straal van matrix K :

R0 = ρ(K ) = ρ(AD−1).

Propositie 3.7. Neem aan dat de matrix M = A−D irreducibel is en dat
A ̸= 0. Dan is de functie r : ]0; +∞[→ R gedefinieerd door

r(λ ) = σ(A/λ −D)

continu en strikt afnemend. Als R0 > 0, dan is R0 de unieke oplossing van
vergelijking r(λ ) = 0.
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Bewijs. Er bestaat k ∈ R zodanig dat de matrix −D+ kI positief is. Dan is
de matrix A/λ −D+ kI positief voor alle λ > 0. Daarom

r(λ )+ k = σ(A/λ −D+ kI ) = ρ(A/λ −D+ kI )

(corollarium 3.18). De continuïteit van de spectrale straal [64, Stelling 3.16]
impliceert dus de continuïteit van de functie r(λ ).

Laat 0 < λ1 < λ2 zijn. Aangezien de matrix A positief is, hebben we
A/λ1 ⩾ A/λ2. Daarom A/λ1 −D ⩾ A/λ2 −D en r(λ1)⩾ r(λ2) gegeven de
stelling 3.26. De matrix A−D is irreducibel. Zo is de matrix A/λ1 −D want
voor alle i ̸= j,

Ai, j/λ −Di, j > 0 ⇔ [Ai, j > 0 ou −Di, j > 0]⇔ Ai, j −Di, j > 0.

Gegeven stelling 3.27, zou r(λ1) = r(λ2) impliceren dat A/λ1 −D = A/λ2 −
D, hetgeen onmogelijk is aangezien A ̸= 0. Daarom r(λ1)> r(λ2).

Veronderstel R0 > 0. De matrix K = AD−1 is dan positief. Gegeven
stelling 3.17, bestaat er een vector u ̸= 0 zo dat AD−1u = R0u en u ⩾ 0.
Laten we stellen dat v = D−1u. Dan v ̸= 0 en Av = R0Dv. Bovendien, v ⩾ 0
sinds D−1 ⩾ 0 en u ⩾ 0. Aangezien R0 > 0, hebben we : (A/R0 −D)v = 0.
De matrix A/R0 − D is irreducibel. Daarom σ(A/R0 − D) = 0 (stelling
3.25).

Corollarium 3.8. Stel dat de matrix M = A−D irreducibel is en dat R0 > 0.
Dan

σ(A−D)< 0 ⇔ R0 = ρ(AD−1)< 1,
σ(A−D) = 0 ⇔ R0 = 1,
σ(A−D)> 0 ⇔ R0 > 1.

Bewijs. We hebben r(1) = σ(A−D) en r(R0) = 0. De functie r(λ ) is strikt
afnemend. Daarom

r(1)< 0 = r(R0)⇔ 1 > R0,

r(1) = 0 = r(R0)⇔ 1 = R0,

r(1)> 0 = r(R0)⇔ 1 < R0.

Opmerking 3.9. Als H(n) = (H1(n), . . . ,Hm(n)), laten we zeggen

g(n) =
m

∑
i=1

Hi(n).
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Dit is de totale incidentie bij generatie n. Als de matrix K primitief is (defini-
tie 3.23), dan toont stelling 3.24 aan dat H(n)/(R0)

n convergeert als n →+∞

naar een eigenvector met strikt positieve componenten van de matrix K . Dus
R0 is de asymptotische groeisnelheid per generatie:

lim
n→+∞

n
√

g(n) = R0.

Preciezer gezegd, hebben we

lim
n→+∞

g(n+1)
g(n)

= R0.

Opmerking 3.10. Als de infectie matrix A gedeeld wordt door een getal k > 0,
dan wordt de reproductiviteit R0 = ρ(AD−1) ook gedeeld door dit getal k. In
het bijzonder zal de nieuwe reproductiviteit strikt kleiner zijn dan 1 als en
slechts alleen als k > R0. De reproductiviteit is dus de minimale factor waar-
mee de infectie matrix A, d.w.z. de contact cijfers, moeten worden gedeeld
om het ziektevrije evenwicht stabiel te maken, d.w.z. om een epidemie te
voorkomen.

Opmerking 3.11. Als er slechts één type besmet persoon is (m = 1), dan

H(n+1) = R0 H(n).

In dit bijzondere geval is R0 niet alleen de asymptotische groeisnelheid per
generatie, maar ook het gemiddelde aantal secundaire gevallen dat door een
eerste geval wordt besmet. Dit is de gebruikelijke definitie van reproductivi-
teit.

Opmerking 3.12. Indien de structuur van de geïnfecteerde populatie niet wordt
voorgesteld door de verzameling {1, . . . ,m} maar bijvoorbeeld door het inter-
val [0; +∞[ zoals in sommige epidemie modellen met leeftijdsstructuur, dan
lijkt de theorie er sterk op: R0 is de spectrale straal van een integraaloperator
van de volgende generatie met een positieve kernel K (x,y) en

H(n+1,x) =
∫ +∞

0
K (x,y)H(n,y)dy.

Onder bepaalde voorwaarden toont de stelling van Krein-Rutman 7.26 aan
dat de rij H(n, ·)/(R0)

n convergeert naar een positieve eigenfunctie van de
integraaloperator. Nogmaals, R0 is de asymptotische groeisnelheid per gene-
ratie.
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Voorbeelden.

1. Voor het S-I-R model in 1, hebben we : m = 1, A = a, B = b en C = 0.
Dus R0 = a/b.

2. Voor het S-E-I-R model van hoofdstuk 2, hebben we : m = 2,

A =

(
0 a
0 0

)
, B =

(
0 0
0 b

)
, C =

(
c 0
−c 0

)
.

Aldus

AD−1 =

(
0 a
0 0

)(
c 0
−c b

)−1

=

(
0 a
0 0

)(
1/c 0
1/b 1/b

)
=

(
a/b a/b
0 0

)
en we hebben weer R0 = a/b.

3.2 Een partiële differentiaalvergelijking

Veronderstel dat er slechts één type besmette persoon is, maar dat dit type
wordt gestructureerd door de tijd sinds de besmetting. Definieer I(t,x) als de
dichtheid van besmette personen sinds x tijdseenheden op tijdstip t, a(x) als de
werkelijke contactfrequentie en b(x) als de snelheid waarmee geïnfecteerde
personen ophouden met het overdragen van de infectie. De functies a(x) en
b(x) worden verondersteld continu, begrensd en positief te zijn. Verder wordt
aangenomen dat er een β > 0 bestaat zodat b(x)⩾ β voor alle x groot genoeg
is. In de lineaire benadering aan het begin van een epidemie hebben we voor
alle x > 0 en t > 0,

I(0,x) = I0(x), (3.4)

I(t,0) =
∫ +∞

0
a(x) I(t,x)dx, (3.5)

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−b(x) I(t,x) . (3.6)

Deze partiële differentiaalvergelijking wordt ook wel de McKendrick-von Foerster[3,
Hoofdstuk 18] vergelijking genoemd.

Stel dat de geïnfecteerde populatie op het begintijdstip t = 0 behoort tot
generatie 0 en dat I(n)(t,x) de geïnfecteerde populatie is die behoort tot gene-
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ratie n op het tijdstip t dan wordt deze voor t > 0 en x > 0 gegeven door

I(0)(0,x) = I0(x),

I(0)(t,0) = 0,

∂ I(0)

∂ t
+

∂ I(0)

∂x
=−b(x) I(0)(t,x)

en voor alle n ⩾ 0 door

I(n+1)(0,x) = 0,

I(n+1)(t,0) =
∫ +∞

0
a(x) I(n)(t,x)dx,

∂ I(n+1)

∂ t
+

∂ I(n+1)

∂x
=−b(x) I(n+1)(t,x).

Geïnfecteerde personen van generatie n+1 werden besmet door personen van
generatie n. Met deze definities, is

I(t,x) = ∑
n⩾0

I(n)(t,x)

inderdaad een oplossing van het stelsel (3.4)-(3.6) met de begin-voorwaarde
I(0,x).

Propositie 3.13. Laten we stellen dat

h(n)(t) = I(n+1)(t,0), K(x) = a(x) exp
(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
.

Dan voor alle n ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx

en

h(0)(t) =
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I0(x− t)dx

De vector h(n)(t) is de incidentie ten gevolge van generatie n op tijdstip t.
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Bewijs. We hebben

h(n)(t) = I(n+1)(t,0)

=
∫ +∞

0
a(x) I(n)(t,x)dx

=
∫ t

0
a(x) I(n)(t,x)dx+

∫ +∞

t
a(x) I(n)(t,x)dx

=
∫ t

0
a(x) exp

(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
I(n)(t − x,0)dx

+
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I(n)(0,x− t)dx.

Daarom

h(0)(t) =
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I0(x− t)dx

en voor alle n ⩾ 1,

h(n)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n−1)(t − x)dx.

De term

exp
(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
is de kans dat een individu na x tijdseenheden nog steeds geïnfecteerd is. Voor
de besmettingsperiode kunnen dus zeer uiteenlopende verdelingen worden
gemodelleerd.

Propositie 3.14. Laten we aannemen

H(n) =
∫ +∞

0
h(n)(t)dt, R0 =

∫ +∞

0
K(x)dx.

Dan voor alle n ⩾ 0,
H(n+1) = R0 H(n).

Bewijs. Precies zoals in het bewijs van stelling 3.5, vinden we

H(n+1) =
(∫ +∞

0
K(x)dx

)
H(n).
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Opmerking 3.15. Als de functies a(x) en b(x) constant zijn (we noteren ze a
en b), dan

R0 =
∫ +∞

0
ae−bx dx =

a
b

en
I(t) =

∫ +∞

0
I(t,x)dx

is een oplossing van
dI
dt

= (a−b)I.

Inderdaad,

dI
dt

=
∫ +∞

0

∂ I
∂ t

(t,x)dx =−
∫ +∞

0

∂ I
∂x

(t,x)dx−b
∫ +∞

0
I(t,x)dx

= I(t,0)−b I(t) = a I(t)−b I(t).

3.3 Appendix: positieve matrices

Definitie 3.16. Men zegt dat een matrix M positief is als Mi, j ⩾ 0 voor alle i
en j. Evenzo is een vector v positief als vi ⩾ 0 voor alle i.

Wij herinneren aan een aantal eigenschappen van positieve matrices. Voor
de bewijzen, zie bijvoorbeeld [64, hoofdstuk 4] en ook [72, hoofdstuk 5] voor
de stellingen 3.17 en 3.22.

Propositie 3.17. Stel dat M een positieve vierkante matrix is. Dan is de
spectrale straal ρ(M) een eigenwaarde van de matrix M en bestaat er een
bijbehorende positieve eigenvector. Met andere woorden,

∃v ⩾ 0, v ̸= 0, Mv = ρ(M)v.

Corollarium 3.18. Stel dat M een positieve vierkante matrix is. Dan ρ(M) =
σ(M).

Stelling 3.19. (Perron-Frobenius). Als M een positieve irreducibele vier-
kante matrix is, dan is ρ(M) > 0 en is ρ(M) een eenvoudige eigenwaarde
van de matrix M. Bovendien is er een bijbehorende eigenvector waarvan alle
elementen strikt positief zijn.

Propositie 3.20. Een positieve onherleidbare vierkante matrix kan geen twee
positieve lineair onafhankelijke eigenvectoren hebben.

Voor twee matrices M en N, noteer M ⩽ N als Mi, j ⩽ Ni, j voor alle i en j.
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Propositie 3.21. Stel dat M en N twee positieve vierkante matrices zijn. Als
M ⩽ N, dan ρ(M)⩽ ρ(N).

Propositie 3.22. Stel dat M en N twee positieve vierkante matrices zijn. Ver-
onderstel dat matrix N irreducibel is. Als M ⩽ N en ρ(M) = ρ(N), dan
M = N.

Definitie 3.23. Als M een positieve vierkante matrix is, dan wordt M primitief
genoemd als er een geheel getal p ⩾ 1 is zodat alle elementen van de matrix
Mp strikt positief zijn.

Propositie 3.24. Als M een positieve primitieve vierkante matrix is bestaan
de vectoren v en w waarvan alle elementen strikt positief zijn en zodanig dat

Mv = ρ(M)v, tMw = ρ(M)w, tv w = 1.

Bovendien,

lim
n→+∞

(
M

ρ(M)

)n

= v tw.

Uit deze stellingen kunnen we gemakkelijk enkele eigenschappen afleiden
van vierkante matrices waarvan de coëfficiënten buiten de diagonaal alleen
positief zijn.

Propositie 3.25. Stel dat M een vierkante matrix is zodat Mi, j ⩾ 0 voor alle
i ̸= j en veronderstel dat M irreducibel is. Dan zijn de volgende beweringen
gelijkwaardig:

• er bestaat een vector v ̸= 0 zodanig dat Mv = 0 en v ⩾ 0 ;

• σ(M) = 0.

Bewijs. Er bestaat k ∈R zodanig dat M+kI een positieve matrix is. Met de
stelling 3.20 en het corollarium 3.18, hebben we de equivalenties:

• er bestaat een vector v ̸= 0 zodanig dat Mv = 0 en v ⩾ 0 ;

• er bestaat een vector v ̸= 0 zodat (M+ kI )v = k v en v ⩾ 0 ;

• ρ(M+ kI ) = k ;

• σ(M+ kI ) = k ;

• σ(M) = 0.

Propositie 3.26. Stel dat M en N vierkante matrices zijn van dezelfde orde
zodat Mi, j ⩾ 0 en Ni, j ⩾ 0 voor alle i ̸= j. Als M ⩽ N, dan σ(M)⩽ σ(N).
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Bewijs. Er bestaat k ∈ R zodat M+ kI een positieve matrix is. We hebben
M+ kI ⩽ N+ kI . Refereer naar stelling 3.21, ρ(M+ kI )⩽ ρ(N+ kI ).
Met de corollarium 3.18, hebben we σ(M+ kI ) ⩽ σ(N+ kI ). Daarom
σ(M)⩽ σ(N).

Propositie 3.27. Stel dat M en N twee vierkante matrices van dezelfde orde
zijn zodat Mi, j ⩾ 0 en Ni, j ⩾ 0 voor alle i ̸= j en veronderstel dat de matrix
N irreducibel is. Als M ⩽ N en σ(M) = σ(N), dan M = N.

Bewijs. Er bestaat k ∈ R zodanig dat M+ kI een positieve matrix is. We
hebben M+ kI ⩽ N+ kI . Door corollarium 3.18, hebben we

ρ(M+kI )=σ(M+kI )=σ(M)+k=σ(N)+k=σ(N+kI )= ρ(N+kI ).

Uit stelling 3.22 hebben we M+ kI = N+ kI . Daarom M = N.
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