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Inledning

Populationsdynamik #r en gren inom vetenskapen dir man tar
sig an uppgiften att forklara mekanismerna bakom hur storlek och
sammanséttning varierar med tiden hos biologiska populationer, exempelvis
hos miénniskor, djur, viixter eller mikroorganismer. Omradet paminner om,
men skiljer sig samtidigt helt och hallet fran, det mer beskrivande omradet
befolkningsstatistik. Bada omradena delar emellertid matematiken som
gemensamt sprak.

De tvirvetenskapliga dragen i populationsdynamiken blir tydligast i
ljuset av att den stricker sig over manga omraden, bland annat matematik,
demografi, genetik, ekologi och epidemiologi. Den presenteras pa gott och
ont séllan som en helhet trots att dess tillimpningsomraden delar manga
gemensamma drag. Ett nimnvért undantag dr Alain Hillions bok Matematisk
populationsdynamik' pa franska. Hir presenteras dmnet ur ett matematiskt
perspektiv och man skiljer dirmed pa modeller i diskret tid (tiden antar
heltalsviarden), kontinuerlig tid (tiden antar reella vdrden), deterministiska
(framtiden &r kiind om nuldget dr ként) och stokastiska modeller (framtiden
kan bara forutsdgas i termer av sannolikheter). Boken behandlar sedan
diskreta deterministiska modeller, kontinuerliga deterministiska modeller,
diskreta stokastiska modeller och kontinuerliga stokastiska modeller i en
matematisk-logisk ordning.

I den hir boken diskuterar jag samma dmne ur ett historiskt perspektiv.
Forskning forklaras i sitt sammanhang. Korta biografier over forskarna
ingar i framstéillningen. Min foérhoppning ir att detta skall géra dmnet
ldttare att forsta for 14sare utan matematisk bakgrund emedan problemens
ursprung klargors. Orsaken till att jag skrev boken var dock inte bara
vetenskapshistorisk. Jag ville att detta verk &dven skulle fungera som
en inledning till matematisk modellering och jag ville att detaljerna i
berikningarna skulle bli tydliga sa att ldsaren kunde forsta modellernas
begrinsningar. Jag placerade samtidigt de mer tekniska detaljerna i separata
rutor sa dessa kan skummas vid en forsta genomldsning. Det avslutande
kapitlet tar upp en rad populationsdynamiska problem fran var samtid
ddr losningarna forvintas krdva matematisk analys. Killférteckningen i
slutet av varje kapitel innehaller dven hinvisningar till sidor pa nitet dér
originalartiklar finns tillgéngliga.

L Presses Universitaires de France, Paris, 1986.
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Denna bok har inte som mal att i detalj beskriva alla bidrag som har
haft betydelse for den matematiska populationsdynaikens utveckling under
de senaste seklen. Det urval som jag har gjort omfattar naturligtvis ett visst
matt av godtycke och det giller famfor allt de senaste decenniernas bidrag.
Min forhoppning dr #nda att mitt urval &r sa representativt att personer som
ar aktiva inom omradet inte kdnner sig stotta.

Jag hoppas att det jag skrivit kan verka intressevickande bland foljande
malgrupper:

e Gymnasie- och universitetsstudenter som dr nyfikna pa kopplingar
mellan obligatoriska matematikkurser och matematiska problem i deras
omvirld alternativt studenter som star i berad att skriva ett sjdlvstiandigt
arbete med kopplingar till populationsdynamik.

e Matematikldrare pa olika nivder som arbetar med att gora sina
kurser mer intressanta. Kunskaper om det fyra ridknesitten &r
tillrickliga for att forsta stora delar av kapitel 1, 2 och 5. Kapitel 3
kan anvindas for att beskriva tillimpningar av logaritmer. Boken
behandlar rekursionsformler i kapitel 1, 3, 8, 11, 14, 21, 23, 24,
ordindra differentialekvationer i kapitlen 4, 6, 12, 13, 16; partiella
differentialekvationer i kapitlen 20, 25; en integralekvation i kapitel 10;
och tillampningar av sannolikhetsléra i kapitlen 2, 7, 8, 9, 15, 16, 17,
18, 19, 22.

* Personer som &r bekanta med demografi, epidemiologi, genetik eller
ekologi och som vill jaimfora sitt omrade med andra omraden dir
likartade matematiska resultat anvénds.

» Liasare som &r intresserade av vetenskapshistoria.

Carl-Joar Karlsson (15 kapitel), Torsten Lindstrom (6 kapitel), Philip
Gerlee (4 kapitel), Torbjorn Lundh (1 kapitel) och Peter Olofsson (1 kapitel)
har ldst igenom och limnat forslag pa korrektur till Maskindversittningen av
DeepL.



Kapitel 1

Fibonaccis talfoljd (1202)

Ar 1202 publicerade Leonardo av Pisa, dven kallad Fibonacci, en bok for
att gora det indiska decimalsystemet tillgdngligt i Europa. Det var redan
vid hir laget vedertaget i arabvirlden. I boken finns manga exempel och
ett av dem beskriver tillvixten av en kaninpopulation. Det &r ett av de
dldsta kidnda exemplen pa en populationsdynamisk matematisk modell.

Leonardo av Pisa, som fick namnet Fibonacci langt efter sin dod, foddes
omkring 1170 i republiken Pisa. Pisa stod da pa toppen av sin kommersiella
och militira makt i Medelhavssfiren. Pa uppdrag av republiken sdndes
Fibonaccis far omkring 1192 ut till hamnen i Bejaia (i dagens Algeriet) som
forestandare for en av dess handelsplatser. Hans son anslot sig kort dérefter
till honom och forberedde sig for att bli handelsman. Leonardo borjade lidra
sig det decimala talsystem som araberna hade fort med sig fran Indien. Det
anvinds fortfarande anvénds i nidstan samma form &n i dag med sina siffror:
0,1,2,3,4,5,6,7, 8 och 9. Under sina affirsresor runt Medelhavet jamforde
han olika talsystem och studerade arabisk matematik. Tillbaka i Pisa skrev
han 1202 klart en bok pa latin med titeln Liber abaci ("Réikneboken”) dir han
forklarade det nya talsystemet och visade hur man anvinde det for bokforing,
viktberikningar, valutavixlingar, rintesatser och méanga andra tillimpningar.
I den hir boken samlade han 4ven manga bland araberna redan vilkinda
resultat inom algebra och aritmetik.

Fibonacci beskrev i sin bok nagot som man idag skulle klassa som ett
populationsdynamiskt problem. Men det framstilldes bara som en ridkne-
Ovning bland manga andra dmnen utan anknytning till biologin eller med
nagra krav pa logisk ordning. Det foregaende avsnittet i boken handlar om
perfekta tal som dr summan av sina faktorer, exempelvis 28 = 14 +7+4 +
2 4 1. Nasta avsnitt handlar om fordelningen av pengar mellan fyra personer.
Problemet dr ekvivalent med ett linjért system bestaende av fyra ekvationer.
En oversittning fran latin av det populationsdynamiska problemet lyder:

”En man hade ett par kaniner i ett hign. Hur manga kaniner
kan avlas fram fran det ursprungliga paret under ett ar om varje
kaninpar foder ett nytt par varje manad och om kaninerna blir
konsmogna forst efter den andra méanaden?”



Antag att det finns ett par nyfodda kaniner i borjan av den férsta manaden.
Detta par kommer inte att vara konsmogna efter en manad och det kommer
fortfarande att finnas bara ett par kaniner i borjan av den andra manaden.
Detta kaninpar kommer att foda ytterligare ett par i borjan av den tredje
manaden. Det finns alltsa tva par totalt. Det forsta kaninparet kan foda ett
nytt par i borjan av den fjirde manaden. Men det andra kaninparet kommer
dnnu inte att vara konsmoget. Det kommer bara att finnas tre par kaniner.

Lat P, vara antalet kaninpar i borjan av manad n. Antalet kaninpar P, i
manad n+ 1 4r summan av antalet par P, i manad n och antalet nyfodda par i
manad n+ 1. Men endast de kaninpar som ir minst tvd manader gamla foder
nya kaninpar i ménad n + 1. Dessa ér de par som fanns redan i ménaden n — 1
och deras antal 4r P,_;. Darmed dr

Poy1 =B+ Pi-1.

Detta dr en rekursionsformel som beskriver ett samband mellan
populationsstorleken ménad n + 1 och populationsstorleken under de tva
foregaende manaderna. Fibonacci kunde med hjilp av detta bygga en tabell,
dir14+1=2,142=3,24+3=5,3+5=8osv.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

p, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

De facto betraktade Fibonacci situationen i manad n = 2 som utgangslige.
Eftersom Pj4 = 144 + 233 = 377 fick han slutligen 377 par kaniner tolv
manader senare. Han lade mirke till att denna sifferfoljd kunde fortsittas i
odndlighet.

Efter 1202 skrev Fibonacci flera andra bocker, till exempel Practica
geometrice ("Praktisk geometri”) 1220 och Liber quadratorum (’Lérobok om
kvadrater”) 1225. Hans rykte ledde till ett mote med kejsar Fredrik II, som
uppskattade vetenskap. Ar 1240 beviljade republiken Pisa Fibonacci en arlig
pension. Hans dodsar dr oként.

Fibonaccis kaninproblem forblev bortglomt under de péfoljande
arhundradena och fick under den hir tiden inget inflytande pa utvecklingen
av populationsdynamiska modeller. Flera forskare motte samma talfoljd i sina
studier men hinvisade inte till Fibonacci eller till ndgot populationsproblem.
Flera av Keplers bocker innehéller en anmérkning om att P, | /P, konvergerar
mot det gyllene snittet ¢ = (1 ++/5)/2 nir n gar mot odndligheten. Manga
populationsmodeller uppvisar exponentiell tillvixt (se kapitlen 3 och 21) och
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detta resultat ir ett specialfall av denna egenskap. Ar 1728 hirledde Daniel
Bernoulli den exakta formeln

14+/5

P, = 5

1

V5 V5| 2

i samband med studie av talf6ljder i allménhet. Fibonaccis fullstindiga verk
publicerades under 1800-talet. Fran och med den hir tidpunkten nimns
kopplingen mellan talfljden (P,) och Fibonaccis arbete ofta i matematisk
litteratur.

De antaganden som leder till Fibonaccis talféljd i kaninpopulations-
exemplet dr emellertid orealistiska. I modellen finns ingen ansats till att
ta med vare sig mortalitet eller konsindelning. Talféljden har dock under
de senaste decennierna dragit till sig annat biologiskt intresse. Flera véxter
innehaller strukturer som &r kopplade till talen P,, bland annat 8 och 13 i
tallkottar och 34 och 55 i solrosor. En vetenskaplig tidskrift, The Fibonacci
Quarterly, dr dven helt dedicerad for Fibonacci-talféljdens egenskaper och
tillimpningar!

n_ | [l—\@]n

Ytterligare ldsning

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus...Comment. Acad. Sci. Imp.
Petropolitanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli,
Band 2, Birkhiuser, Basel, 1982, 49-64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scientific
Biography, vol. 4, 604—613. Scribner, New York (1971)
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Aterstaende livslingd vid given alder enligt Halley
(1693)

Ar 1693 borjade den engelske astronomen Edmond Halley intressera
sig for staden Breslaus (Wroctaw 1 dagens Polen) folkbokféring, som
hade overlatits till Royal Society (det kungliga vetenskapssamfundet)
av Caspar Neumann. Han kunde med hjilp av den berdkna hur manga
personer som Overlevde till olika aldrar i varje arskull. Uppgifterna
kunde anvindas for att berikna priser pa pensioner och livrintor.
Vi kommer att koppla detta arbete till Halleys liv och den tidiga
utvecklingen av “politisk aritmetik” och sannolikhetsteori hir. Dessa
omraden intresserade dven personer som Graunt, Petty, De Witt, Hudde,
L Huygens, Leibniz och de Moivre.

%

Edmond Halley foddes nidra London 1656. Hans far var en rik
tvaltillverkare. Edmond blev tidigt intresserad av astronomi. Han borjade
studera vid Queen’s College vid Oxfords universitet. Nir Greenwich-
observatoriet invigdes 1675 fick Halley besoka John Flamsteed, den
davarande innehavaren av tjdnsten som Astronomer Royal (kunglig
astronom). Han avbrot sina studier mellan 1676 och 1678 for att
aka till on Sankt Helena for att uppritta en forteckning Over de
stjagrnor som kan observeras fran det sodra halvklotet. Han blev han
medlem i Royal Society vid aterkomsten till England. Han publicerade
de observationer som han hade gjort om vindriktningar under sin
resa till Sankt Helena. Ar 1684 besokte han Newton i Cambridge
for att diskutera sambandet mellan Keplers lagar for planetrorelse och
den attraktionskraft som solen utévar. Han uppmuntrade Newton att
skriva Naturvetenskapens matematiska principer och finansierade sedermera
utgivningen av boken sjilv. Under den hér tiden arbetade han som sekreterare
1 Royal Society. Ar 1689 konstruerade han en dykarklocka, som han sjilv
anvinde.

En teolog vid namn Caspar Neumann samlade ungefir samtidigt in
folkbokforingsuppgifter i Breslau (Wroctaw i dagens Polen). Staden var vid
den hir tidpunkten en del av det habsburgska riket. Uppgifterna omfattade
dven den alder vid vilken ménniskor hade dott. Man kunde alltsd anvénda
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Figur 2.1:
Halley (1656-1742)

uppgifterna for att uppritta en tabell som angav sannolikheten for att leva
fram till en viss alder.

En motsvarande tabell publicerades for forsta gangen i London 1662 i en
bok med titeln Naturliga och politiska observationer grudande pa lopsedlar
om dodlighet. Denna bok brukar anses vara den grundliggande texten for
bade statistik och demografi och den omgivs fortfarande av en viss mystik.
Man vet inte om den skrevs av John Graunt, den handelsman i London som
anges pa bokomslaget, eller om den skrevs av hans vin William Petty, en
av grundarna av Royal Society. 1 bokens tabell forsokte man dra nytta av
nyhetsblad som inneholl uppgifter om begravningar och dop i London sedan
borjan av 1600-talet. Nyhetsbladen anvéndes i forsta hand for att informera
folket om de aterkommande farsotsepidemierna. Dodsorsaken sags som
viktigare dn den avlidnes alder. For att fa fram en tabell som angav chansen
att overleva en tid efter en viss alder sa maste Graunt och Petty gissa hur
dodsorsakena hiangde ihop med olika aldersgrupper. Gissningarna behiftade
deras tabell med manga fel. Boken blev dnda tillrickligt framgéangsrik for
att ges ut i fem upplagor mellan 1662 och 1676. Flera Europeiska stider
borjade nu efterhand offentliggora dodsorsaker i nyhetsblad pa samma stt
som i London.

Nistan trettio ar efter detta skickade Neumann pa forslag av Leibniz
sina demografiska data fran staden Breslau for aren 1687-1691 till Henry
Justel, davarande sekreterare pa Royal Society. Justel dog kort direfter. Halley
fick 4nda tag pa uppgifterna, analyserade dem och offentliggjorde 1693
sina slutsatser i tidskriften Philosophical Transactions of the Royal Society.
Rubriken pa hans uppsats lyder ungefir En uppskatining av mortalitetet
hos mdnniskor utifran mdrkliga tabeller dver fodslo- och begravningsdata
i Breslau och ett forsok att faststdlla priset pa livrintor.

Halley noterade att antalet fodda i Breslau var i stora drag lika stort



som antalet doda under en femarsperiod. Befolkningens storlek var dirmed
konstant. Analysen kunde sédledes forenklas om man antog att befolkningen
befann sig i jimviktsldge. Vi antar alltsa att antalet fodslar (kalla det Fp),
befolkningens storlek, aldersklassen k (P;) och det arliga antalet dodsfall i
aldern k (Dy) dr konstanta Over tid. Denna egenskap hos uppgifterna fran
Breslau dr mycket intressant. Den snabba urbaniseringen gjorde en sadan
forenkling omojlig i en snabbt vixande storstad som London.

Tabell 2.1: Halleys tabell visar antalet dverlevande i P i alderklass k bland 1238
nyfodda.

k Pl k P]| k B| k P]| k P]| k B
1 1000 | 15 628 | 20 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 855 |16 622 |30 531 |44 407 |58 262 |72 120
3798 | 17 616 | 31 523 |45 397 |59 252 | 73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 | 46 387 | 60 242 | 74 98
5 73219 604 |33 507 |47 377 |61 232 |75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 | 48 367 | 62 222 |76 78
7 692 |21 592 (35 490 |49 357 | 63 212 |77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 |23 579 |37 472 |51 335|65 192 |79 49
10 661 | 24 573 |38 463 |52 324 |66 182 | 80 41
11 653 |25 567 |39 454 |53 313 |67 172 |81 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 | 27 553 | 41 436 |55 292 | 69 152 | 83 23
14 634 |28 546 |42 427 |56 282 |70 142 | 84 20

Uppgifterna fran Breslau hade ett medelvirde pa 1238 fodda per ar:
Detta dr det virde som Halley tog for Py. I princip kunde han ocksé utifran
uppgifterna berdkna det arliga medelvirdet D; av antalet dodsfall bland
ménniskor i aldern k for alla k > 0. Med hjilp av formeln

Pry1 =P — Dy 2.1

kunde han konstruera en tabell 2.1 som ger P,. Omvint kan man hitta de
véirden pa Dy som han anvinde utifran formeln Dy = P, — Py q: Do = 238,
Dy = 145, D, = 57, D3 = 38 och sa vidare. 1 sjdlva verket organiserade
Halley om sina resultat en aning, antingen for att fa ndirmevérden (exempelvis
Dy, som har dndrats nagot sa att P, = 1000) eller for att jimna ut vissa
oregelbundenheter pa grund av fa dodsfall i hog alder i en femarig studie.
Genom att ta summan av alla siffror P, i tabellen fick Halley en uppskattning
av den totala befolkningen i Breslau: ungefir 34 000 personer!. Denna metod

IFor personer dver 84 &r naimnde Halley bara att deras totala antal uppgick till 107.
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har sammantaget fordelen att den inte krivde nagon allmin folkrikning utan
endast kunskap om antalet fodslar och dodsfall med dodséldrar under ett fatal
ar.

Halleys uppgifter anvindes i manga olika arbeten pa 1700-talet (se
kapitel 4). Aven om virdena for P, var specifika for staden Breslau kunde
man faktiskt betrakta forhallandet Py /P, som sannolikheten att verleva till
alder k+ 1 betingat att man redan uppnatt alder k. Denna sannolikhet kunde
rimligen dven anvindas for befolkningen i andra europeiska stider vid den
hir tiden. Exempelvis forvintar vi oss utifran tabellen att ett ettarigt barn har
en chans pa 661/1000 att na 10 ars alder samtidigt som det har en chans pa
598/1000 att na 20 ars alder.

Halley anvinde sin tabell for att berikna priset pa livrintor. Under
1500- och 1600-talen sélde flera stider och stater livrinteataganden till sina
medborgare for att balansera sin ekonomi. Koparna fick oberoende av alder
varje ar fram till sin dod en fast summa pengar som motsvarade en andel
av den summa som ursprungligen betalats. Andelen sattes vanligtvis till
dubbel rinta vid ifragavarande tidpunkt. Forvaltaren riskerade naturligtvis
att ga i konkurs om alltfér méanga personer med lang kvarvarande livslingd
satsade pa sadana livriantor. Ndgon mojlighet att hantera detta problem utan
tillforlitliga 6verlevnadsuppgifter forelag inte.

Redan 1671 hade Johan De Witt, Nederldndernas premidrminister, och
Johannes Hudde, en av borgmaistarna i staden Amsterdam, tagit sig an
problemet med att berdkna priset pa livrintor. Eftersom de fruktade en
invasion av franska trupper behovde de samla in pengar for sin armé. De hade
uppgifter om personer som hade kopt livrintor for flera artionden tidigare,
speciellt om den alder nér livrantorna hade kopts och den alder da personerna
hade dott. De hade lyckats berikna priset pa livrdntor mer eller mindre
korrekt, men deras metod glomdes direfter bort. Holland invaderades aret
dérpa och De Witt lynchades av folkmassan.

Halley tog sig an problemet pa nytt ar 1693 med hjidlp av tabellen
fran Breslau och med en rinta pa 6 %. Berikningsmetoden var enkel. Lat
i vara rintesatsen. Lat Ry vara det pris till vilket en person i aldern k kan
kopa en livrinta pa, sdg ett pund per ar. Denna person har en sannolikhet
Piyn/Pe att fortfarande leva vid alder k + n. Det pund som staten lovar
att betala om han nar denna alder kan erhallas genom att placera 1/(1+
i)" pund av den ursprungliga summan till réntesatsen i. Om man gor det
forenklade antagandet att den ursprungliga summan endast anvidnds for att
betala livriantan, bor priset vara

1 (P Pito Prys
Ri=— ) 2.2
g Pk(1+i+(1+i)2+(1+i)3+ 2.2)




Halley fick pa detta sitt fram tabell 2.2, som visar faktorn R; som den 6nskade
livrantan maste multipliceras med for att fa det nodvéndiga priset. En 20-arig
man skulle alltsa varje ar fa 1/12,78 7,8 % av den ursprungliga summan.
Men en man pa 50 ér skulle & 1/9,21 &~ 10,9 %, eftersom den terstiende
levnadstiden ir kortare. Observera att en dubbelt sa hog réinta skulle motsvara
en livrdnta som motsvarar 12 % av det ursprungliga beloppet alternativt ett
motsvarande pris pa 8,33 ganger livréintan.

Tabell 2.2: Multiplikationsfaktorer vid prissittning av livréntor.

k Re | k Re | k R | k¥ R| k R
1 1028 | 15 1333 |30 11,72 | 45 991 | 60 7.60
S 1340 [ 20 12,78 | 35 11,12 |50 921 | 65 6,54
0 1344 |25 1227 |40 1057 |55 851 |70 532

1

Dessa berdkningar &r naturligtvis ritt trakiga. Halley kunde dock anvidnda
logaritmtabeller for att snabbare fa fram den allménna termen P, /(1 +i)".
Eftersom han inte visade vérden for P, 6ver 84 ar dr det inte mojligt att
kontrollera hans berdkningar exakt. Halleys arbete fick dock ingen omedelbar
uppmirksamhet: Under artionden fortsatte livrintor att siljas i England och
pé andra hall till ett pris som var oberoende av koparens alder och kraftigt
rabatterat, exempelvis 7 ganger livrintan.

Tabellerna intresserade manga forskare redan under Halleys tid.
Holldndaren Christiaan Huygens, som redan 1657 hade publicerat ett hifte
om sannolikhetsteori, diskuterade 1669 i korrespondens med sin bror Graunts
tabell och berikningen av den forvintade livslingden?.

Nagra ar innan Neumann kom i kontakt med Royal Society beskrev
dven Leibniz en berdkning av forvéntad livslingd i en uppsats som forblev
opublicerad. Ar 1709 var det Nikolaus I Bernoullis tur. Ar 1725 publicerade
Abraham de Moivre en Avhandling om livrintor. Han noterade sarskilt att
priset R, enkelt kunde berdknas for hogre aldrar eftersom formeln (2.2)
bara inneholl nagra fa termer. Man kunde sedan anvinda det bakatrekursiva

sambandet
_ By 1+ R

R, =
A R

)

vilket #r létt att bevisa utgaende fran (2.2). Med hjilp av det virde som Halley
anger for priset vid 70 ars alder kan man alltsa kontrollera® de andra virdena
itabell 2.2.

2Den forvintade livsldngden vid élder k ges av (2.2) med i = 0.
3Det finns sannolikt nagra fel i tabellen, sirskilt nir det giller aldrarna 5 och 15 ar.
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Efter detta demografiinriktade uppehall atervinde Halley till sina
huvudsakliga forskningsintressen. Mellan 1698 och 1700 seglade han runt
Atlanten for att kartligga jordens magnetfilt. Ar 1704 blev han professor
vid Oxfords universitet. Foljande ar publicerade han en bok om kometer
och forutspadde att kometen fran 1682, som Kepler hade observerat 1607,
skulle komma tillbaka 1758: Den blev kind som “Halleys komet”. Han
publicerade ocksa en Gversittning av Apollonius av Pergas bok om koniska
sektioner. Ar 1720 eftertridde han Flamsteed som kunglig astronom. Han
forsokte 16sa problemet med att bestimma geografiska lingdgrader genom
observationer av manen, ett problem med stor betydelse vid navigation. Han
dog i Greenwich 1742 vid 86 ars alder.
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Kapitel 3

Euler och den geometriska befolkningstillvixten
(1748-1761)

4 N

Euler skrev vid flera tillfillen om befolkningsdynamik. I hans
avhandling fran 1748, Introductio in analysin infinitorum, inneholl
kapitlet om exponentialfunktionen fyra exempel pa exponentiell tillvixt
av en befolkning. Ar 1760 publicerade han en artikel dir han
kombinerade denna exponentiella tillvixt med en aldersstruktur for
befolkningen. Detta arbete ir en foregéngare till teorin om “stabila”
befolkningar, som utvecklades under 1900-talet och som spelar en viktig
roll inom demografin. Ar 1761 hjélpte Euler ocksa Siissmilch med den
andra upplagan av hans avhandling om demografi. Han utarbetade en
intressant modell, som ir ett slags variant av Fibonaccis sekvens, men
publicerade inte sin detaljerade analys.

S %

Leonhard Euler foddes 1707 i Basel, Schweiz. Hans far var en
protestantisk prist. Ar 1720 borjade Euler studera vid universitetet. Han
fick ocksa privatundervisning i matematik av Johann Bernoulli, en av de
mest kidnda matematikerna i generationen efter Leibniz och Newton. Han
blev viin med tva av Johann Bernoullis soner: Nikolaus II och Daniel. Ar
1727 anslot sig Euler till Daniel vid den nybildade vetenskapsakademin i
Sankt Petersburg. Férutom matematik var han ocksa intresserad av fysik och
manga andra vetenskapliga och tekniska dmnen. Ar 1741 bjod kung Fredrik
IT av Preussen in honom att bli chef for den matematiska sektionen vid
vetenskapsakademin i Berlin. Euler publicerade ett betydande antal artiklar
och bocker om alla aspekter av mekanik (astronomi, elasticitet, vétskor,
fasta dmnen) och matematik (talteori, algebra, oédndliga serier, elementira
funktioner, komplexa tal, differential- och integralkalkyl, differential-
och partiella differentialekvationer, optimering, geometri), men ocksa om
demografi. Han var den mest produktiva matematikern under sin tid.

Ar 1748 publicerade Euler en avhandling pa latin med titeln Introductio
in analysin infinitorum. Han tog upp sex exempel i kapitlet om exponentialer
och logaritmer: ett om den matematiska teorin om musikaliska skalor, ett
annat om aterbetalning av ett lan med rénta och fyra om befolkningsdynamik.
I det senare antog Euler att befolkningen P, ar n uppfyller fo6ljande villkor
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Figur 3.1:
Euler (1707-1783)

P11 = (1 4+ x) P, for alla heltal n. Tillvixten x &r ett positivt reellt tal. Med
utgdngspunkt i ett initialtillstand Py ges befolkningen ar n av féljande formel:

Po=(1+x)"R.

Detta kallas geometrisk eller exponentiell tillvixt. I det forsta exemplet stills
fragan:

”Om befolkningen i en viss region okar arligen med en trettion-
del och det vid en tidpunkt fanns 100 000 invanare, hur ser
befolkningen ut efter 100 ar?”

Svaret dr Pgg = (14 1/30)'% x 100 000 ~ 2 654 874. For detta exempel
inspirerades Euler av den folkrikning i Berlin som dgde rum 1747 och som
gav en uppskattning av befolkningen pa 107 224 personer. Hans berikning
visar att en befolkning kan 6ka mer 4n tiofaldigt inom ett arhundrade. Detta
ar precis vad som da hade observerats for staden London.

Man bor notera att det #r mycket enkelt att beriikna (1 + 1/30)'% med
en modern fickriknare. Men pa Eulers tid var man tvungen att anvénda
logaritmer for att undvika manga multiplikationer f6r hand och fa resultatet
snabbt. Man berdknar forst den decimala logaritmen (i bas 10) av Pjo.
Logaritmens grundlidggande egenskap log(ab) = loga +logb visar att

log Pyoo = 100 log(31/30) +log(100 000) = 100 (log31 —log30) +5 .

Logaritmen introducerades 1614 av skotten John Napier. Hans vin Henry
Briggs publicerade den forsta tabellen over decimallogaritmer 1617. Ar
1628 kompletterade hollindaren Adriaan Vlacq Briggs arbete genom att
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publicera en tabell med decimallogaritmer for heltal fran 1 till 100000
med tiosiffrig precision. Det dr denna typ av tabell som Euler anvinde
for att fa fram log30 = 1,477121255, log31 ~ 1,491361694 och slutligen
log Pigo = 6,4240439. Det aterstar att hitta talet Pjoy vars logaritm dr kind.
Eftersom decimallogaritmerna for heltal fran 1 till 100000 ligger mellan 0
och 5, soker man i stillet logaritmen for Pjgp/100, som &r 4,4240439. Man
kan kontrollera i tabellen 6ver logaritmer att 1og26548 ~ 4,424031809 och
log26549 ~ 4,424048168. Genom att ersitta den logaritmiska funktionen
med en rit linje mellan 26 548 och 26 549 fick Euler fram att

Pioo 4,4240439 — 4,424031809
Top 2054 ~ 26548,74 .
100 ~ 207 1424048168 4424031800 20>

S& P A 2 654 874.

Det andra exemplet om befolkningsdynamik i Eulers bok &r foljande:

”Eftersom alla ménniskor efter syndafloden hérstammade fran
en befolkning pa sex personer, och om vi antar att befolkningen
efter tvahundra ar var 1 000 000, vad var den arliga tillvixten?”

Eftersom 10° = (14 x)% x 6, far vi med en fickriknare x = (10°/6)'/200 —
1 =~ 0,061963. Med logaritmtabeller maste man gi igenom log(10%) =
200 log(1+x) +log6 for att fa log(1 +x) = (6 —log6),/200 ~ 0,0261092
och 1 +x = 1,061963. Euler kunde alltsa dra slutsatsen att befolkningen
skulle ka med x ~ 1/16 per ar. For att forstd ursprunget till detta exempel
maste man komma ihag att samtida filosofer borjade forneka sanningen i de
bibliska berittelserna. En bokstavlig tolkning skulle faststilla tidpunkten for
syndafloden till cirka 2350 f.Kr. med f6ljande 6verlevande: Noa, hans tre
soner och deras fruar. I Forsta Moseboken star det:

”Dessa tre var Noas soner, och fran dem hirstammar alla
miénniskor pa hela jorden.”

En befolkningstillvixt pa 1/16 (eller 6,25 %) per ar efter dversvimningen
verkade inte alltfor orealistisk for Euler. Eftersom han var son till en
protestantisk prést och hade varit religios hela sitt liv, drog han slutsatsen:

“Darfor ar det helt 16jligt for de otroende att invidnda att hela
jorden inte skulle kunna befolkas pa sa kort tid med en enda

minniska i borjan.”!.

T den bok som Graunt publicerade 1662 (se kapitel 2) finns en liknande anmirkning:
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Euler noterade ocksa att om tillvixten hade fortsatt i samma takt fram till 400
ér efter floden skulle befolkningen ha varit (1 +x)*? x 6 = (10°/6)? x 6 ~
166 miljarder:

”Hela jorden skulle dock aldrig kunna béra en sadan befolkning.”

Denna idé skulle utvecklas kraftigt av Malthus ett halvt sekel senare (se
kapitel 5).
Eulers tredje exempel fragar:

”Om den minskliga befolkningen fordubblas varje arhundrade,
vilken #r da den arliga tillvixten?”

Eftersom (1 +x)'% =2 far vi med en fickriiknare x = 2!/1%0 — 1 ~ 0,00695.
Med logaritmtabeller, 100 log(1 +x) = log2. Sa log(1 +x) ~ 0,0030103 och
1+ x = 1,00695. Befolkningen okar alltsd med x ~ 1/144 varje ér. Det fjirde
och sista exemplet stiller samma fraga:

”Om minniskans befolkning 6kar arligen med 1/100 vill vi veta
hur lang tid det tar for befolkningen att bli tio ganger sa stor.”

Med (14 1/100)" = 10 finner vi nlog(101/100) = 1. Sa n = 1/(log 101 —
2) & 231 ar. Detta #r allt man kan hitta i Infroductio in analysin infinitorum
fran 1748 om befolkningsdynamik. Euler skulle dterkomma till detta &mne
mer grundligt nagra ar senare.

Ar 1760 publicerade han i vetenskapsakademins proceedings i Berlin ett
arbete med titeln En allmdn undersokning av dodligheten och forokningen av
mdnniskosliktet. Detta arbete var ett slags syntes mellan hans tidigare analys
av befolkningarnas geometriska tillvixt och tidigare studier av livstabeller (se
kapitel 2). Euler tog till exempel hédnsyn till problemet:

”Genom att kiinna till antalet fédslar och begravningar som sker
under ett ar kan man ta reda pa antalet levande och deras arliga
okning, for en given hypotes om dodlighet.”

Euler antog hir att foljande tal 4r kdnda:
 antalet fodda B,, under ar n;

« antalet dodsfall D,, under éar n;

“Ett par, nimligen Adam och Eva, som fordubblar sig vart 64:e ar under de 5 160 ar
som &r virldens alder enligt Skrifterna, kommer att producera langt fler ménniskor
dn vad som nu finns i den. Dérf6r dr virlden inte mer dn 100 000 ar gammal, som
vissa faféngt inbillar sig, och inte heller mer dn vad Skriften sidger om den.”
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« andelen g av de nyfodda som uppnar alder k > 1.

Lat P, vara befolkningen ar n. Euler gjorde ytterligare tva implicita an-
taganden:

* Befolkningen dkar geometriskt: P, 1 = r P, (vi faststiller r = 1 +x);

 Forhallandet mellan antalet fédda och befolkningen ir konstant:
B,/P, =m.

Dessa tva antaganden innebdr att antalet fodslar okar geometriskt och i
samma takt: B, = r B,,. Euler betraktade sedan befolkningens tillstand med
hundra ars mellanrum, till exempel mellan aren n = 0 och n = 100, och antog
att ingen Overlever lingre dn hundra ar. For att fortydliga framstillningen
kallar vi Py , (k > 1) den befolkning som lever i borjan av ar n och som foddes
ar n — k. Kalla Py, = B, for antalet fodda under ar n. Fran definitionen av
overlevnadskoefficienten gy har vi P, = gi Py n—k = qi Bn—k- Sa

r%0P) = Pioo = Po 100 +P1 100 + - - -+ P100,100
= B10o +¢1Bgg + - - +¢q100Bo
(X' g1+ +q100) Bo-

Genom att dividera denna ekvation med r'%° Py erhaller vi

9100)

0 G.1)

t=m(1+ L+ Ly
r T

Detta dr den ekvation som ibland kallas ”Eulers ekvation” inom demografin.
Om vi riknar fodslar och dodsfall separat far vi f6ljande:

rP,=P,s1=P,—D,+By1=P,—D,+rB,. 3.2)
Antalet dodsfall okar alltsa geometriskt: D,y = rD,,. Dessutom,

1 P, D,/B,—r
—r_Znmn 33
m B, 1—r 3:3)

Genom att sitta in detta i ekvation (3.1) kommer vi slutligen fram till
ekvationen / |
Dy /B, — q1 | 92 q100
—_— =+ =+t == 34
1—r rJrrer +r100’ 34
didr det bara finns en okédnd kvar: r. Detta dr vad som brukar kallas en

implicit ekvation eftersom vi inte kan fa fram r som en funktion av de andra
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parametrarna. Men vi kan berdkna vinster och hoger sida av ekvation (3.4)
for ett fast virde pa r och lata r variera tills de tva sidorna ir lika stora. Det
virde pa r som pa sa sitt erhalls ger befolkningens tillvixttakt x = r — 1.
Observera att vi fran ekvationerna (3.1) och (3.3) far foljande uttryck for
befolkningen P,:

Po=B, (14 L+ B T
r r

/100

Nir befolkningen 4r stationidr (r = 1) &r detta uttryck detsamma som det som
Halley anvinde for att uppskatta befolkningen i staden Breslau (se kapitel 2).
Euler tog ocksa stillning till foljande fraga:

“"Hypoteserna om dodlighet och fruktsamhet &r givna, om man
kénner till antalet levande, for att hitta hur manga det kommer att
finnas vid varje alder.”

Eftersom overlevnadskoefficienterna ¢; och fertilitetskoefficienten m dr
kinda kan tillvixten r berdknas fran ekvation (3.1). Under ar n ir antalet
personer som fods ar n —k lika med g B, = g Bn/ * (med go = 1). Andelen
av den totala befolkningen som &r i aldern k &r alltsa

ai/r
L+q1/r+aqa/r? +--+qio0/r'®”

Denna andel dr konstant. Med Lotkas terminologi (se kapitel 10) sdgs
befolkningen vara “stabil”: Alderspyramiden behaller samma form genom
tiderna.

Euler undersokte sedan pa nytt problemet med att konstruera en
livslangdstabell nir befolkningen inte dr stationér utan okar geometriskt:

”Nir man kénner till antalet levande minniskor, jaimfér man
antalet fodda med antalet doda i varje alder under ett ar for att
fa fram dodlighetslagen.”

Med “dodlighetslag” menade Euler dverlevnadskoefficienterna gi. Den totala
befolkningen antas nu vara kind genom en folkrikning, vilket inte var fallet
for Halley (se kapitel 2). Ekvation (3.2) visar att tillviixten dr

Pn_Dn
r= .
Pn_Bn

Lat Dy, vara antalet personer som dor vid en dlder av k under ar n:
Dessa personer foddes ar n — k. Sa Dy, = (qx — gk+1) Bu—r. Men B,y =
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B, /r*. Overlevnadskoefficienterna ¢; kan dirfor beriknas med hjilp av
rekursionsformeln
I"k Dk,n

B,
for alla k > 0, med go = 1. Denna formel multiplicerad med B,, ger tillbaka
formeln (2.1) som Halley anvinde for det stationdra fallet » = 1. Euler
insisterade #nda pa att hans metod for att berdikna 6verlevnadskoefficienterna
qy, forutsitter att befolkningen okar regelbundet, med undantag for olyckor
som pestepidemier, krig, svilt osv. Om folkrikningarna pa Eulers tid hade
registrerat befolkningens alder (som i Sverige) skulle detta antagande ha varit
onddigt och koefficienterna g; skulle ha kunnat beriknas littare.

Med tanke pa 6verlevnadskoefficienterna g; visade Euler ocksa hur man
kan berikna priset pa livrintor. Han nimnde inte Halleys eller de Moivres
arbeten i detta dmne. Euler anvinde en rinta pa 5 % och den livstabell som
publicerades 1742 av holldndaren Willem Kersseboom.

Euler var inte den enda vetenskapsmannen som intresserade sig for
demografi vid Berlinakademin. Hans kollega Johann Peter Siissmilch
hade 1741 publicerat en avhandling pa tyska med titeln Den gudomliga
ordningen hos fordndringen av det mdnskliga sliktet: Genom fodsel, dod och
fortplantning av densamma, som idag anses vara den forsta avhandlingen som
helt och hallet dgnas at demografi. Siissmilch hade ocksa skrivit en bok Om
den snabba tillviixten i staden Berlin ar 1752.

qk+1 =gk —

Figur 3.2:
Siissmilch (1707-1767)

Ar 1761 publicerade Siissmilch en andra upplaga av sin avhandling.
I kapitlet Om okningstakten och fordubblingstiden for befolkningar
inkluderade han en intressant matematisk modell som Euler hade utarbetat
at honom. Modellen liknade Fibonaccis modell (se kapitel 1) men for en
minsklig befolkning. Euler utgick fran ett par (en man och en kvinna) som
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bada var 20 ar gamla ar 0 och antog att ménniskor dor vid 40 ars alder och
gifter sig vid 20 ars alder, samtidigt som varje par far sex barn: tva barn (en
pojke och en flicka) vid 22 ars alder, ytterligare tva vid 24 ars alder och de
sista tva vid 26 ars alder. Genom att rikna aren tva och tva sa att B; dr antalet
fodslar under aret 2i, kom Euler fram till att

Bi=B; 11+Bi-12+B;_13 (3.5)

for alla i > 1. De initiala villkoren motsvarar B_j, =0,B_1; =0,B_j9 =2
och B; = 0 for —9 < i < 0. Euler kunde séledes berikna antalet fodslar, vilket
framgér av den andra kolumnen i tabell 3.1. Antalet dodsfall D; under ar 2i
ir da lika med antalet fodda under ar 2i — 40: D; = B;_5o for i > 10 medan
D; =0 for i < 9. Nir det giller antalet P; av ménniskor som lever ar 2i ir det
lika med antalet ménniskor som lever ar 2i — 2, plus antalet fédda ar 2, minus
antalet doda ar 2i: P, = P._1 +B; — D;.

Detta kapitel i Stissmilchs bok avslutas med en anmirkning som redan
kunde ha gjorts om Fibonacci-sekvensen:

”Den stora oordning som tycks rada i Eulers tabell hindrar inte
antalet fodslar fran att f6lja ett slags utveckling som man kallar
rekursiva talfoljder [...] Oavsett den initiala oordningen i dessa
utvecklingar blir de till en geometrisk utveckling om de inte
avbryts och oordningen i borjan bleknar undan for undan och
forsvinner nistan helt.”

I boken sédgs inte mer om matematiken i denna befolkningsmodell. Euler drev
dock studien mycket ldngre i ett manuskript med titeln Om mdnniskosldktets
tillvéxt, som forblev opublicerat under hans livstid. Nir han sokte efter en
16sning pa ekvationen (3.5) av formen B; = cr!, dvs. av formen av en
geometrisk talfoljd, fick han efter forenkling en polynomisk ekvation av grad
13:

M =rtr+l. (3.6)

Han letade efter en losning nidra r = 1 och noterade, med hjilp av en
logaritmtabell fér berikning av 713, att

0,212 om r=1,09
2 13 > 5 )
bhrar—res { ~0,142 om r=1,10.
Sa ekvation (3.6) har en rot mellan 1,09 och 1,10. Genom att uppskatta
funktionen 1+ 7+ r*> — r'3 med en linje pa detta intervall fick Euler féljande

resultat:
. 0,142x1,09+0,212 x 1,10

~ 1,0960 .
0,142+0,212
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Tabell 3.1: Eulers tabell.

S s ﬂé =] < }é 3 s -qé

0 0 0 2 40 20 0 206 80 86 180 5584
1 2 0 4 41 8 0 214 81 226 252 5558
2 2 0 6 42 2 0 216 82 532 282 5808
3 2 0 8 43 0 2 214 83 1008 252 6564
4 0 0 8 44 0 6 208 84 1568 180 7952
5 0 0 8 45 2 12 198 85 2032 100 9884
6 0 0 8 46 10 14 194 86 2214 42 12056
7 0 0 8 47 30 12 212 87 2032 14 14074
8 0 0 8 48 60 6 266 88 1568 16 15626
9 0 0 8 49 90 2 354 89 1010 56 16580
10 0 2 6 50 102 0 456 90 550 154 16976
11 0 0 6 51 90 0 546 91 314 322 16968
12 2 0 8 52 60 0 606 92 384 532 16820
13 4 0 12 53 30 0 636 93 844 714 16950
14 6 0 18 54 10 2 644 94 1766 786 17930
15 4 0 22 55 2 8 638 95 3108 714 20324
16 2 0 24 56 2 20 620 96 4608 532 24 400
17 0 0 24 57 12 32 600 97 5814 322 29892
18 0 0 24 58 42 38 604 98 6278 156 36014
19 0 0 24 59 100 32 672 99 5814 72 41756
20 0 0 24 60 180 20 832 100 4610 86 46280
21 0 2 22 61 252 8 1076 101 3128 226 49182
22 0 2 20 62 282 2 1356 102 1874 532 50524
23 2 2 20 63 252 0 1608 103 1248 1008 50764
24 6 0 26 64 180 0 1788 104 1542 1568 50738
25 12 0 38 65 100 2 1886 105 2994 2032 51700
26 14 0 52 66 42 10 1918 106 5718 2214 55204
27 12 0 64 67 14 30 1902 107 9482 2032 62654
28 6 0 70 68 16 60 1858 108 13530 1568 74616
29 2 0 72 69 56 90 1824 109 16700 1010 90306
30 0 0 72 70 154 102 1876 110 17906 550 107 662
31 0 0 72 71 322 90 2108 111 16702 314 124 050
32 0 2 70 72 532 60 2580 112 13552 384 137218
33 0 4 66 73 714 30 3264 113 9612 844 145986
34 2 6 62 74 786 10 4040 114 6250 1766 150470
35 8 4 66 75 714 2 4752 115 4664 3108 152026
36 20 2 84 76 532 2 5282 116 5784 4608 153202
37 32 0 116 77 322 12 5592 117 10254 5814 157 642
38 38 0 154 78 156 42 5706 118 18194 6278 169558
39 32 0 186 79 72 100 5678 119 28730 5814 192474
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Eftersom aren riknas tva och tva tenderar antalet fodslar att multipliceras
med +/7 varje ér. Detta antal fordubblas varje n ar om (/r)" = 2, dvs. varje
n=2log2/logr ~ 15 ar. Eftersom B; ~ cr’ asymptotiskt sett ir lika med
B;_»0 och eftersom antalet D; dodsfall under ar 2i dr lika med B;_»g, far vi
D; ~ B;/r*° med r*° ~ 6,25. Antalet fodda ir ungefir sex ganger sa stort som
antalet doda. Eftersom antalet P, av minniskor som lever ar 2i ir lika med
Bi+Bj_1+ -+ Bi_19, far vi ocksa foljande resultat:

1—r20

1 I -
P ~B, (1+r+...+r19) =By ~9.59B:.

Den totala befolkningen #r ungefir tio ganger storre #n antalet fodda.

Beviset for att sekvensen (B;) som visas i tabell 3.1 verkligen vixer
asymptotiskt som 7 #r mer komplicerat. Det var kint sedan Abraham
de Moivres arbete om rekursiva talféljder att man genom att infora en
”genererande funktion”,

T .
f(x) = ZB,‘X’ ’
i=0

kan uttrycka f(x) som en rationell funktion. Euler hade forklarat
metoden i sin Introductio in analysin infinitorum 1748: Den upprepande
relationen (3.5) ger faktiskt

12 . +o0 )
fx)=Y Bix'+ Y (Bioi1+Bi—12+Bi_13)x
i=0 i=13

=2x+2x3 423 +2x12 4 f(x) (x +x12+x13) .

_ 2x+42x24+2x3 42412

Sé f(x) = T 213 Euler visste att en sadan rationell

funktion kan delas in i formen

aj a3
) = T8 e
X1 X13
talen x1,...,x13 ar de reella eller komplexa rotterna till ekvationen 1 —

M x12_x13—=0.S3

0\ x\
f(X):i;)al (xl) +--+aps (m> :
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Eftersom B; ir koefficienten for x' i f(x), fick Euler fram att

aj a3 (23
4t Tk
(x1)! (x13)" ()

da i — +oo, dir x; dr roten ur den minsta modulen. Med andra ord
tenderar B; att viixa geometriskt som (1/x;)’. Det dterstod att notera att
x; dr en rot till ekvationen 1 —x'! —x!2 —x!3 = 0 om och endast om
r=1/x; drenrot till ekvationen (3.6). Vissa detaljer i beviset klargjordes
slutligen av Gumbel 1916.

Bi=

Siissmilch publicerade en tredje upplaga av sin avhandling 1765 och dog
i Berlin 1767. Euler, som var pa dalig fot med Preussens kung, atervinde
till Sankt Petersburg 1766. Trots att han forlorade synen fortsatte han att
publicera ett stort antal verk med hjélp av sina soner och kollegor, sirskilt
om algebra, integralkalkyl, optik och skeppsbyggnad. Hans Bref till en tysk
prinsessa, i dtskilliga physiska och philosophiska dmnen, som skrevs i Berlin
mellan 1760 och 1762, publicerades mellan 1768 och 1772 och blev en
bistséljare i hela Europa. Euler dog i Sankt Petersburg 1783. Hans bidrag till
matematisk demografi, sirskilt hans analys av den “’stabila” alderspyramiden i
en exponentiellt vixande befolkning, skulle aterupptickas forst pa 1900-talet
(se kapitlen 10 och 21).
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Kapitel 4

Daniel Bernoulli, d’Alembert och smittkopps-
ympningen (1760)

Ar 1760 skrev Daniel Bernoulli en artikel om smittkoppor. Pa hans
tid var ympning en omdebatterad metod. Den gav ett visst skydd
samtidigt som risken for tidig dod var stindigt nirvarande. Han anvinde
Halleys tabeller och det som da var kint om smittkoppor for att visa
att ympning var fordelaktigt om den forknippade dodsrisken kunde
héllas under 11 %. Han argumenterade for att ympning kunde oka
den forvintade livslingden vid fodseln med upp till tre ar. Den forsta
epidemiologiska matematiska modellen presenterades i Bernoullis
L arbete, som d’ Alembert forholl sig kritisk till.

%

Daniel Bernoulli foddes ar 1700 i Groningen i Nederldnderna. Tva kinda
matematiker fanns i familjen: fadern Johann Bernoulli och farbrodern Jakob
Bernoulli. Ar 1705 flyttade Johann till Basel i Schweiz dir han tilltridde den
professur som ledigforklarades efter Jakobs dod. Johann ville inte att hans son
skulle studera matematik. Daniel valde i stéllet medicin och doktorerade 1721
med en avhandling om andning. Han bdorjade intressera sig for matematik
nir han flyttade till Venedig och publicerade en bok 1724 och vann ett
pris samma ar for en uppsats vid vetenskapsakademin i Paris. Uppsatsen
behandlade trimning av timglas vid navigation och han utmédmndes efter detta
till professor vid Sankt Petersburgs nya akademi. Han arbetade under dessa ar
med rekursiva talfoljder och med Sankt Petersburg-paradoxen. Han atervinde
1733 till universitetet i Basel dir han efter hand kom att undervisa i botanik,
fysiologi och fysik. Ar 1738 offentliggjordes han den bok i stréommningslira
som sedermera blev berdmd inom fysiken. Omkring 1753 borjade han, Euler
och d’Alembert samtidigt intressera sig for vibrerande strangar vilket ledde
till en viktig matematisk strid.

Ar 1760 éverlimnade han till vetenskapsakademin i Paris ett arbete med
titeln Ett nytt forsok till analys av smittkoppornas dodlighet och fordelarna
med ympning. Fragan var om ympning (frivilligt inférande av en liten méngd
levande smittkoppsvirus i kroppen for att skydda den mot senare infektioner)
borde uppmuntras trots att den kunde vara ett dodligt ingrepp. Ympning hade
sedan en lang tid tillbaka anvindts i Asien, och Lady Montagu, hustru till den
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Figur 4.1: Daniel Bernoulli
(1700-1782)

brittiske ambassaddren i Osmanska riket, inféorde metoden 1718 i England.
I Frankrike 6vervigde man motvilligt ympning trots att Ludvig XIV:s dldsta
son avled i smittkoppor 1711. Voltaire, 6verlevde smittkoppor 1723 och som
levde flera ar i exil i England for att folja den senaste utvecklingen, pliderade
for ympning i sina Filosofiska brev 1734. Aven en annan 6verlevare, den
franske vetenskapsmannen La Condamine, rekommenderade ympning vid
vetenskapsakademin i Paris 1754.

Innan Maupertuis dog i Basel 1759 uppmuntrade han Daniel Bernoulli
att studera ympningsproblemet ur ett matematiskt perpektiv. Utmaningen var
att kunna att jamfora ympningens langsiktiga férdelar med den omedelbara
dodsrisken. Bernoulli forenklade forst antagandena enligt féljande:

e Personer som smittas med smittkoppor for forsta gangen dor
med sannolikheten p (oberoende av alder) och de Overlever med
sannolikheten 1 — p;

 Alla har en sannolikhet ¢ att bli smittade varje ar. Sannolikheten att bli
smittad for en individ i aldersspannet x till x + dx dr gdx, dér dx ir en
infinitesimal tidsperiod;

¢ De som Gverlever en smittkoppsinfektion far livslang immunitet.

Lat m(x) vara den naturliga dodligheten vid &lder x: Sannolikheten for att en
individ dor under ett infinitesimalt tidspann dx mellan aldrarna x och x + dx
dr m(x) dx. Betrakta en grupp av P, personer som ingér i samma arskull och
infor beteckningarna

* S(x) for antalet “mottagliga” personer som fortfarande lever vid en
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dlder av x utan att ha utsatts for smittkoppor!;

* R(x) for antalet personer som lever vid dlder x och som har Gverlevt
fran smittkoppor;

* P(x) = S(x) + R(x) for det totala antalet ménniskor som lever vid
alder x.

Individer fods vid aldern x = 0. Sa S(0) = P(0) = By och R(0) = 0. Daniel
Bernoulli anvdnde sig av metoder som hade utvecklats i slutet av 1600-
talet av Newton, Leibniz och senare av sin far och konstaterade att varje
mottaglig individ mellan aldern x och aldern x + dx (med dx odndligt liten)
har en sannolikhet g dx att smittas av smittkoppor och en sannolikhet m(x) dx
att do av andra orsaker. Variationen av antalet mottagliga personer &r alltsa
dS = —Sgdx — Sm(x)dx. Detta leder till differentialekvationen

g =—qS—m(x)S. 4.1
I denna ekvation betecknar dS/dx derivatan av funktionen S(x). Under samma
lilla tidsintervall &r antalet médnniskor som dor av smittkoppor pSgdx och
antalet ménniskor som Overlever av smittkoppor (1 — p)Sgdx. Dessutom
finns det ocksd Rm(x) dx ménniskor som dor av andra orsaker én smittkoppor.
Detta leder till ytterligare en differentialekvation:

dR

I =qg(1—p)S—m(x)R. 4.2)

Addition av de tva ekvationerna ger nu

dP
O pgS—mx)P. 4.
o, = pas m(x) (4.3)

Bernoulli kunde med hjilp av (4.1) och (4.3) visa att den kvarvarande andelen
av minniskor som fortfarande dr mottagliga vid alder x ges av
S(x) 1

P) (I_pertp )

IDetta #r de facto ett vintevirde som kan ta alla reella viirden inte bara heltalsvirden
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Bernoulli hirledde sambandet (4.4) genom att eliminera m(x) fran
ekvationerna (4.1) och (4.3):

En ommoblering av uttrycken ger nu att

Firiat) —4ptra|p

1dS S dp S s\°
Pdx PYdx P ( )
Vi noterar att vinsterledet #dr derivatan av f(x) = S(x)/P(x)
(proportionen av mottagliga personer i befolkningen med aldern x).
Dirmed fas
df

= —qf+paf’ (4.5)

Losningen till denna typ av ekvation hade varit kiind sedan decennier
tillbaka genom Jakob Bernoulli, Daniels farbror. Genom att dividera
ekvationen med f2 och genom att sitta g(x) = 1/ f(x) ser vi att dg/dx =
qg—pqochatt g(0) =1/£(0) = 1. Genom att sitta h(x) = g(x) — p sd
far vi dh/dx = qh. S& h(x) = h(0)e?* = (1 — p) e?*. Slutligen g(x) =
(1= p)et™+poch f(x) = 1/g(x).

For att tilldimpa sin teori sa anvinde Bernoulli Halleys tabell (se kapitel 2).
Tabellen anger antalet personer som fortfarande lever i borjan av ar x (med
x=1,2...)ien arskull pa 1238 som foddes under ar 0. Men Bernoulli behovde
antalet personer P(x) som faktiskt uppnar alder x och det ir inte samma sak.
Eftersom Bernoulli — liksom de flesta av sina samtida — inte insdg skillnaden
(Halleys artikel &r faktiskt inte sédrskilt tydlig) beholl han siffrorna i Halleys
tabell men korrigerade det forsta talet 1238, med 1300 for att erhélla en
realistisk dodlighet under det forsta levnadsaret. Dessa siffror visas i den
andra kolumnen i tabell 4.1.

Bernoulli fixerade sannolikheten att do av smittkoppor till p = 1/8 =
12,5%. Detta stimmer vil 6verens med samtida observationer. Den arliga
sannolikheten for att drabbas av smittkoppor ¢ kunde inte uppskattas direkt.
Bernoulli testade dirfor sannolikt sin modell med flera virden pa ¢ innan han
slutligen valde det virde som gor att antalet dodsfall pa grund av smittkoppor
enligt berdkningarna nedan uppgar till ungefiar 1/13 av det totala antalet
dodsfall, den andel som da hade observerats i flera europeiska stéider. Valet
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Tabell 4.1: Halleys tabell och Bernoullis berdkningar.

Alder Levande Mottaglig Immun Smittkopps- Inga smittkoppor
X P(x) S(x) R(x) dod P*(x)
0 1300 1300 0 17,2 1300
1 1000 896 104 12,3 1015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 5,2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 3,5 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1,4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 572 32 540 649
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g = 1/8 per ar visade sig fungera bra, vilket vi ocksa ska se?.

Genom sambandet (4.4) och virdena for P(x) i tabellens andra kolonn
beriknar vi antalet S(x) av mottagliga personer i aldern x: Detta ir tabellens
tredje kolonn avrundat till ndrmaste heltal. Den fjdrde kolonnen visar antalet
personer R(x) = P(x) — S(x) i dldern x som har dverlevt smittkoppor. Den
femte kolonnen visar i raden som motsvarar alder x antalet dodsfall pa grund
av smittkoppor mellan alder x och alder x+ 1. I teorin ges antalet av integralen
pq [ S(¢) dr. Trapetsformeln pg[S(x) 4+ S(x + 1)]/2 ger emellertid en bra
approximation och vi askaddligor den i figur 4.2: Trapetets area ligger nira
arean under kurvan som ir funktionens integral.

Figur 4.2: Den streckade trapetsens
area dr en bra approximation for
integralen av funktionen S mellan x
och x+1.

Bernoulli lade mirke till att summan av alla siffror i den femte kolumnen
ger 98 dodsfall i smittkoppor fore 24 ars dlder. Om vi fortsatte tabellen for
dldre aldrar skulle vi bara hitta tre ytterligare dodsfall i smittkoppor bland
de 32 personer som fortfarande dr mottagliga vid 24 ars alder. Totalt 101
personer i en arskull pa 1300 fédda dog i smittkoppor. Detta motsvarar néstan
precis den forvintade andelen pa 1/13.

Bernoulli forestillde sig sedan en situation dir smittkoppor kunde ympas
till alla vid fodseln pa ett sitt som inte orsakade nagra dodsfall. Fragan var
om man kunde uppskatta okningen av den forvintade livsldngden efter en
utrotning av sjukdomen. Lat oss utga fran samma antal fodslar Py och lat oss
kalla P*(x) antalet méinniskor i ldern x i en omgivning dér smittkopporna ér

otrotade. Da giller
ar*

Ir —m(x) P*. (4.6)
Bernoulli visade dven att
P
P*(x) = ¢) , “@.7)
l—p+pedt

2 Att p och g ir lika stora ir bara en tillfillighet.
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ddr P(x) dr befolkningen i aldern x enligt ovan i en omgivning dér smittkoppor
finns.

Precis som ovan kan m(x) elimineras i ekvationerna (4.6) och (4.3).
Bernoulli erholl efter en ommoblering av uttrycken

Lab  Par_ S P

Han inforde h(x) = P(x)/P*(x). Med hjilp av sambandet (4.4)
multiplicerade han tidljaren och nimnaren med e~ ¢* och fick

1dh e
hdx pql—p—i—pe—qx'
Detta #r likvirdigt med % logh= % log(1— p+ pe™9%), dir log hir star

for den naturliga logaritmen och inte for tiologaritmen. Men A(0) = 1.
Diérmed édr h(x) =1 —p+ pe 9~

Observera att forhallandet P(x)/P*(x) ndrmar sig 1 — p nér aldern x
blir tillrickligt hog. Den sjitte kolonnen i tabell 4.1 visar P*(x). Ett sitt
att jaimfora P(x) och P*(x) &r att uppskatta den forvéntade livslingden vid
fodseln. Med smittkoppor fas da

! /0+OOP(x) dx.

Py

Ett liknande uttryck dér P(x) ersiitts av P*(x) giller i en omgivning utan
smittkoppor. Bernoulli anvinde trapetsformeln

[LP(0)+P(1)+P(2)+---] /Py

(figur 4.2). Genom att utvidga tabellen fran 24 ar till 84 ar (se tabell 2.1)
fick han slutligen fram att en ungeférlig forvintad livslingd E i en omgivning
med smittkoppor antar virdet [§ x 1300+ 1000+ --- +20]/1300 ~ 26,57
ar, det vill sdga 26 ar och 7 manader. Om smittkopporna kunde utrotas sa
uppgick motsvarande ungefirliga forvintade livslingd E* till [% x 1300 +
1015+ ---423]/1300 = 29,65 ér, dvs. 29 ar och 8 ménader. Ympning vid
fodseln skulle alltsa 6ka den forvintade livslangden med mer én tre ar.
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Vi konstaterar att det finns enklare och snabbare metoder dn de som
Bernoulli anvinde for att forstd dessa samband. Om vi utgar fran
differentialekvationen (4.1) for S(x) sé ser vi forst att

X
S(x) =Pye " exp </ m(y) dy> .
0
Substitution av detta uttryck i ekvation (4.2) for R(x) ger att
X
R =Ro(1=p) (1= exp (= [“mOay)
Ekvation (4.6) for P*(x) visar att

P*(x) =Py exp (— /O ") dy) : 4.8)

Sambandena (4.4) och (4.7) foljer darur!

Det dr natuligtvis inte riskfritt att ympa med en mindre sjukdomsalstrande
stam av smittkoppor. Om p’ #r sannolikheten for att d6 av smittkoppor strax
efter ympning (p’ < p), s& blir den forvintade livslingden (1 — p') E* niir
alla ympas vid fodseln. Den forvintade livsldngden dr hogre 4n den naturliga
livslingden E om p’ < 1 — E/E* eller cirka 11 %. Uppgifter om p’ fanns
inte tillgédngliga vid den tiden. Men Bernoulli uppskattade dock risken p/ till
mindre #n 1 %. For honom var det ingen tvekan: Ympning maste frimjas av
staten. Han drog slutsatsen:

”Jag Onskar helt enkelt att man i en fraga som ir sa viktig for
viélfdarden inte fattar nagra beslut i franvaro av all den kunskap
som lite analys och berdkningar kan tillhandahalla.”

Bernoullis arbete presenterades vid vetenskapsakademin i Paris i
april 1760. I november lade d’Alembert fram en kommentar med titeln
Om tillimpningen av sannolikhetsteorin vid ympning mot smittkoppor.
Kommentaren publicerades kort dérefter i den andra volymen av hans
Opuscules mathématiques med mer detaljerade berdkningar och tillsammans
med ett annat arbete med titeln Matematisk teori om ympning. D’ Alembert
kritiserade Bernoullis antaganden om att sannolikheten for infektion och
sannolikheten for att d6 av smittkoppor skulle vara oberoende av dlder. Han
foreslog i stillet en 19sning som inte kriver sddana antaganden. Kalla v(x)
dodligheten pa grund av smittkoppor vid alder x, m(x) dodligheten pa grund
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av andra orsaker och P(x) antalet ménniskor som fortfarande lever. Da géller

dpP
o —v(x)P—m(x)P. 4.9)

Genom att jimfora med ekvation (4.3) ser vi att v(x) = pq S(x)/P(x). Har far
vi

P*(x) = P(x) exp < /3 ) dy) , (4.10)

ddr P*(x) star for antalet ménniskor som lever vid alder x nér smittkopporna
har forsvunnit.

Figur 4.3:
D’ Alembert (1717-1783)

Vi kan antingen ersitta funktionen m(x) mellan ekvationerna (4.6) och
(4.9) eller anviinda formeln (4.8) for P*(x) och notera att 16sningen av
(4.9) ges av

P9 = e (- [0 +milay )

Formeln (4.10) som gavs av d’Alembert innehéller ingen motséigelse
till Bernoullis formel (4.7). Men den anvinder informationen v(x), som
inte var tillgdnglig vid den tidpunkten eftersom dodsregistren bara inneholl
dodsorsaken och inte offrets alder. D’ Alembert menade att man inte kunde
dra nagra slutsatser om ympningens effekter innan sadana uppgifter fanns
tillgingliga.

D’Alembert ifragasatte dven anvidndbarheten av den forvintade
livsldngden som kriterium. Alla ar viktades ju nu lika oberoende av om
de ligger nira eller langt fram i tiden. Han konstaterade att alla aldrar vare sig
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ur individens eller statens synvinkel kan vara "likvirdiga”. Unga och gamla
individer maste ha mindre virde 4n individer i medelaldern. D’ Alembert tog
trots sin kritik emellertid stillning for ympning.

Utgivningen av Bernoullis arbete forsenades och offentliggjordes forst
1766. D’ Alembert lyckades emellertid fa sitt eget arbete publicerat mycket
snabbt. Bernoulli uttryckte bitterhet i ett brev till Euler:

”Vad sidger du om den store d’ Alemberts enorma banaliteter om
sannolikheter: Eftersom jag alltfor ofta kiinner mig sjélv orattvist
behandlad i hans publikationer har jag redan for en tid sedan
bestdmt mig for att inte ldngre ldsa nagot som kommer ur hans
penna. Jag har fattat detta beslut med anledning av ett manuskript
om ympning som jag skickade till akademin i Paris for atta
ar sedan. Analysen i detta manuskript uppskattades mycket pa
grund av sitt nyhetsvirde. Jag vagar hidvda, att det var som att
tillfora ett nytt organ i matematikens kropp. Det verkar som om
framgéngen med min analys orsakade honom hjértesorg. Han har
kritiserat den pa tusen olika sétt som alla #r lika 16jliga och efter
att ha fétt den vil kritiserad latsas han vara den forsta forfattaren
till en teori som han inte bara hort ndmnas. Han visste emellertid
att mitt manuskript kunde komma ut forst efter cirka sju eller
atta ar. Han kunde bara ha kidnnedom om det i sin egenskap av
ledamot av akademin. Mitt manuskript borde i detta avseende ha
forblivit heligt tills det offentliggjordes. Dolus an virtus quis in
hoste requirat?”3

Trots Bernoullis och d’Alemberts arbeten inleddes inte nagon storskalig
ympning i Frankrike. Kung Ludvig XV dog av smittkoppor 1774. Kort
direfter ympade hovets ldkare resten av kungafamiljen. Problemet forlorade
sin betydelse ndr Edward Jenner upptickte att ympning av kokoppor
pa& minniskor (“vaccination”) var ett sdkert sitt att erhalla skydd mot
smittkoppor. Hans arbete, En undersokning av orsakerna till och effekterna
av variolae vaccina., publicerades 1798. Vaccinationsmetoden spred sig
nu snabbt over hela Europa. De metoder som utvecklades for att berdkna
okningen av den forvintade livsldngden nir en dodsorsak avldgsnas anvéinds
fortfarande i dag.

Under de foljande artiondena borjade man fa tillgang till uppgifter om
aldern da ménniskor dog av smittkoppor. Detta ledde till att problemet togs
anyo till behandling, bland annat av

3Vad spelar det for roll om vi besegrar fienden genom tapperhet eller genom list? Vergil:
Aeneid, bok II.
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¢ Johann Heinrich Lambert, en matematiker vid Berlins akademi, ar
1772;

+ Emmanuel-Etienne Duvillard, di ansvarig for befolkningsstatistik vid
inrikesministeriet i Paris, skrev i sin rapport Analys och tabeller éver
smittkoppornas inverkan pa dodligheten vid varje dlder (1806);

* Pierre-Simon Laplace i sin Analytisk teori om sannolikhet (1812).

Duvillard och Laplace visade bland annat hur formeln (4.7) dndras nir
parametrarna p och ¢ beror pa aldern:

. P(x)
P (x)= 5 .
) 1— i p()a(y)e 1&gy

Hir 4r p(x) sannolikheten att do av smittkoppor om man dr smittad vid aldern
x och ¢g(x) sannolikheten att bli smittad av smittkoppor vid &ldern x.

Efter detta arbete med smittkoppor engagerade sig Daniel Bernoulli inte
i nagra andra populationsdynamiska problem. Han avled i Basel 1782 och
d’Alembert avled i Paris ett ar senare.
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Kapitel 5

Malthus och hindren for den geometriska
tillvixten (1798)

q Ar 1798 publicerade Malthus En avhandling om befolkningslagen, dar
han hivdade att tillgangen pa livsmedel under en ldngre tidsperiod
inte kunde folja den naturliga tendensen hos minniskans befolkning att
vixa exponentiellt. Om befolkningen forblev relativt konstant berodde
detta pa att en stor del av minskligheten led av livsmedelsbrist.
Malthus sag “befolkningsprincipen” som ett argument mot Godwins och
Condorcets skrifter, som betonade framsteg i de minskliga samhillena.
Malthus uppsats paverkade Darwins och Wallaces evolutionsteori och
kritiserades av Marx, men omsattes i praktiken med den kinesiska
ettbarnspolitiken.

%

Thomas Robert Malthus féddes 1766 i ndrheten av London som det sjitte
av sju barn. Hans far, en vin och beundrare av Jean-Jacques Rousseau, var
hans forsta lirare. Ar 1784 borjade den unge Malthus studera matematik vid
universitetet i Cambridge. Han fick sin examen 1791, blev docent vid Jesus
College 1793 och anglikansk prist 1797.

Figur 5.1: Malthus (1766-1834)

Ar 1798 publicerade Malthus anonymt en bok med titeln En avhandling
om befolkningslagen: och dess inverkan pa samhdillets framtida forbdttring
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med anmdrkningar om herr Godwins, herr Condorcets och andra
skriftstillares spekulationer. Boken kom som en reaktion mot Godwins
Den politiska rdttvisan och dess inflytande pa moralen och lyckan (1793)
och Condorcets Mdnniskosldiktets andliga forkovran (1794). Trots de fasor
som franska revolutionen gjorde i framstegets namn hdvdade de tva
forfattarna att samhillets framsteg var oundvikliga. Malthus delade inte
samma optimism. Han hivdade ocksa att de engelska fattiglagarna, som
hjélpte fattiga familjer med manga barn, gynnade befolkningstillvixten
utan att uppmuntra en liknande 6kning av livsmedelsproduktionen. Det
forefoll honom som om dessa lagar egentligen inte hjilpte de fattiga,
utan tviartom tycktes en del av samhillet vara domt till eldnde, hunger
eller epidemier, eftersom befolkningen generellt tenderar att alltid vixa
snabbare dn livsmedelsproduktionen. Detta dr de gissel som bromsar
befolkningstillvixten och som enligt Malthus asikt dr de framsta hindren
for samhdllets utveckling. Alla teorier som lovar framsteg skulle bara vara
utopiska. Dessa idéer fick Malthus att publicera sin bok 1798. S& hir
sammanfattade han sin tes:

[...] ”Befolkningens kraft &r oidndligt mycket storre
dn jordens kraft att producera minniskans forsorjning.
Befolkningen Okar okontrollerat i ett geometriskt forhdllande.
Livsmedelsforsorjningen okar endast 1 ett aritmetiskt
forhallande. En liten bekantskap med siffror kommer att visa hur
enorm den forsta kraften dr i jamforelse med den andra. Genom
den lag i var natur som gor mat nodvindig for midnniskans
liv maste effekterna av dessa tva ojimna krafter hallas lika
stora. Detta innebér en stark och stindigt verksam kontroll av
befolkningen pa grund av svarigheten att forsorja sig. Denna
svarighet maste drabba nagonstans, och maste nodvindigtvis
kédnnas hart av en stor del av ménskligheten.”

Malthus bok var mycket framgangsrik. Den inneh6ll fa numeriska data.
Malthus noterade till exempel att befolkningen i USA hade férdubblats vart
tjugofemte ar under 1700-talet. Han forsokte inte riktigt omsétta sina teser
i matematiska modeller men banade vidg for senare arbeten av Adolphe
Quetelet och Pierre-Frangois Verhulst, som kommer att behandlas i nésta
kapitel.

Efter publiceringen av sin bok reste Malthus med vinner forst till
Tyskland, Skandinavien och Ryssland och sedan till Frankrike och Schweiz.
Han sammanstillde den information som han samlat in under sina resor och
publicerade i sitt namn en mycket kraftigt utokad andra upplaga 1803, med
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en annan undertitel: En avhandling om befolkningslagen, eller en bild av dess
tidigare och nuvarande effekter pa ménniskans lycka, med en undersékning
av vara utsikter ndr det giiller att i framtiden avidgsna eller mildra de onda
effekter som den orsakar. 1 denna nya upplaga diskuterades i detalj de hinder
som finns for befolkningstillvédxten i olika ldnder: férsenade dktenskap, abort,
barnamord, svilt, krig, epidemier, ekonomiska faktorer... For Malthus var
fordrojda dktenskap det bista alternativet for att stabilisera befolkningen.
Fyra andra upplagor av boken foljde 1806, 1807, 1817 och 1826. Ar 1805
blev Malthus professor i historia och politisk ekonomi i en ny skola som
Vistindiska kompaniet inrittade for sina anstéllda. Han publicerade ocksa En
undersokning av hyresrdttens natur och utveckling (1815) och Principer for
politisk ekonomi (1820). Ar 1819 valdes Malthus in i Royal Society. Ar 1834
var han en av grundarna av Statistical Society. Han dog néra Bath samma éar.

Malthus arbete hade ett starkt inflytande pa utvecklingen av
evolutionsteorin. Charles Darwin, som var tillbaka fran sin resa ombord
pa Beagle, liste Malthus bok om befolkning 1838. Hér #r vad han skrev i
inledningen till sin beromda bok Om arternas uppkomst genom naturligt
urval, som publicerades 1859:

”I nidsta afdelning afhandlas kampen for tillvaron emellan
de organiska varelserna, hvilken ovederldggligt framgar ur
forokningens fortgang i geometrisk progression. Det dr Malthus
ldra tillimpad pa hela véxt- och djurriket.”

Alfred Russel Wallace, som utvecklade evolutionsteorin samtidigt som
Darwin, sade ocksa att han fick sina idéer efter att ha ldst Malthus bok.

I kontrast till detta star Karl Marx syn pa Malthus boks framgang, som
kan 1édsas i en fotnot i hans Kapitalet:

”Om ldsaren skulle komma att tdnka pad Malthus, vars En
uppsats om befolkningsprincipen utkom 1798, vill jag padminna
om att denna skrift i sin forsta form inte #r niagot annat in
ett omoget, ytligt och i predikoton framfort plagiat fran Defoe,
Sir James Stewart, Townsend, Franklin, Wallace m. fl. och
inte innehaller en enda sjilvstindig tanke. Det rabalder denna
pamflett astadkom, berodde uteslutande péa partiintressen. Den
franska revolutionen hade fatt lidelsefulla forsvarare i England.
’Befolkningsprincipen’, som bit for bit formulerades under
loppet av det 18:e arhundradet, for att sedan under en social
kris proklameras med pukor och trumpeter som det ofelbara
motgiftet mot Condorcets och andras ldror, hédlsades med jubel
av den engelska oligarkin som det effektivaste vapnet mot alla
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tendenser till méinskliga framsteg. Malthus, hogeligen forvanad
over sin succé, tog sig da for att i den gamla ramen stoppa in
en massa gammalt, planlost sammanrafsat material samt tillfoga
en del nytt, som han inte hade utarbetat sjdlv utan ’lanat’ fran
andra.”

Malthus teser var forvisso inte helt nya. Till exempel tillskrivs han ofta idén
att befolkningen tenderar att viixa geometriskt, trots att vi i kapitel 3 sag att
Euler redan var bekant med denna idé ett halvt sekel tidigare!. Malthus gav
den dock publicitet genom att pa ett polemiskt sitt koppla den till verkliga
lagstiftningsproblem. Ironiskt nog var det i det kommunistiska Kina som
Malthus forslag om att begrinsa fodslarna skulle finna sin mest slaende
tillimpning (se kapitel 25).
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Kapitel 6

Verhulst och den logistiska ekvationen (1838)

Ar 1838 introducerade den belgiske matematikern Verhulst den
logistiska ekvationen, som &r en slags generalisering av ekvationen for
exponentiell tillvixt, men med ett maximalt virde for befolkningen.
Han anvinde data fran flera ldnder, sérskilt Belgien, for att uppskatta
de okénda parametrarna. Verhulsts arbete ateruppticktes forst pa 1920-
talet.

Pierre-Francois Verhulst foddes 1804 i Bryssel. Han disputerade i
matematik vid universitetet i Gent 1825. Han var ocksa intresserad av
politik. Nir han var i Italien for att bota sin tuberkulos pldderade han utan
framgang for en konstitution for pavestaten. Efter revolutionen 1830 och
Belgiens sjilvstindighet publicerade han en historisk essd om en patriot fran
1700-talet. Ar 1835 blev han professor i matematik vid det nybildade Fria
universitetet i Bryssel.

Figur 6.1:
Verhulst (1804-1849)

Samma ar 1835 publicerade hans landsman Adolphe Quetelet, statistiker
och chef for observatoriet i Bryssel, En avhandling om mdnniskan och
utvecklingen av hennes formdgor. Quetelet menade att befolkningarna inte
kunde vixa geometriskt under en ldngre tidsperiod eftersom de hinder som
Malthus namner utgjorde ett slags “motstand”, som han menade (i analogi
med mekaniken) var proportionell mot kvadraten pa befolkningstillvixtens
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hastighet. Denna analogi hade ingen forankring i verkligheten, men den
inspirerade Verhulst.

Verhulst publicerade faktiskt 1838 artikeln Anmdrkningar om lagen om
befolkningstillvéixt. Hér dr nagra utdrag:

Vi vet att den beromde Malthus visade principen att médnniskans
befolkning tenderar att viixa i en geometrisk utveckling sa att den
fordubblas efter en viss tid, till exempel vart tjugofemte ar. Detta
dr ett obestridligt pastdende om man bortser fran den okande
svarigheten att hitta mat [...]

Befolkningens virtuella 6kning begrinsas alltsa av landets
storlek och fertilitet. Som ett resultat av detta kommer
befolkningen allt ndrmare ett stabilt tillstdnd.”

Verhulst insag formodligen att Quetelet’s mekaniska analogi inte var
rimlig och foreslog istillet foljande (fortfarande nagot godtyckliga)
differentialekvation for befolkningen P(¢) vid tiden ¢:

dpP P

Nir befolkningen P(¢) &r liten jimfort med parametern K far vi den

ungefirliga ekvationen

P,
dt ’

vars 16sning ir P(t) ~ P(0) ¢!, dvs. exponentiell tillviixt'. Tillvixten minskar
nir P(¢) ndrmar sig K. Den skulle till och med bli negativ om P(¢) kunde
Overstiga K. For att fa det exakta uttrycket for 16sningen av ekvation (6.1)
kan vi ga tillviga som Daniel Bernoulli for ekvation (4.5).

Genom att dividera ekvation (6.1) med P? och sitta p = 1 /P far vi
dp/dt =—rp+r/K.Med g=p—1/K farvidq/dt = —rq och q(t) =
q(0)e " =(1/P(0) — 1/K) e "". Vi kan alltsa hirleda p(r) och P(z).

Slutligen fér vi efter en enkla beriikningar f6ljande

B P(0)e"
Pl = 14+P0)(e" —1)/K

6.2)

Den totala befolkningen dkar successivt fran P(0) vid tiden 7 = 0 till gréiinsen
K, som nas forst ndr t — +oo (figur 6.2).

"Man brukar tala om geometrisk tillviixt i diskreta tidsmodeller och om exponentiell tillvixt
i kontinuerliga tidsmodeller, men det &r i princip samma sak.
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Figur 6.2: Belgiens befolkning 3

(1 miljoner) och den logistiska 2

kurvan. Datapunkterna 1]

motsvarar aren 1815, 1830 och

1845. Parametervirdena &r de ‘760 10 1800 180 1900 1950 2000

som anges i artikeln fran 1845.

Utan att ange vilka virden han anvinde for de okdnda parametrarna » och
K jamforde Verhulst sitt resultat med uppgifter om befolkningen i Frankrike
mellan 1817 och 1831, i Belgien mellan 1815 och 1833, i grevskapet Essex
1 England mellan 1811 och 1831 och i Ryssland mellan 1796 och 1827. Det
visade sig att det stimde ganska bra.

Ar 1840 blev Verhulst professor vid den kungliga militira skolan
i Bryssel. Aret dirpd publicerade han en Elementir behandling av
elliptiska funktioner och valdes in i Belgiens kungliga akademi. Ar 1845
fortsatte han sina befolkningsstudier med en artikel med titeln Matematiska
undersokningar om lagen om befolkningstillvéixt. Han vinde sig forst tillbaka
till Malthus anmérkning enligt vilken befolkningen i USA hade férdubblats
vart 25:e ar (tabell 6.1).

Tabell 6.1: Officiella folkrikningar i

ar  befolkning ar  befolkning
USA.

1790 3929827 1820 9638131
1800 5305925 1830 12866020
1810 7239814 1840 17062566

Om vi beriknar forhallandet mellan befolkningen ar n + 10 och
befolkningen ar n finner vi 1,350, 1,364, 1,331, 1,335 och 1,326, vilket dr
ganska konstant. Befolkningen multiplicerades alltsa i genomsnitt med 1,34
vart tionde &r och med 1,342%/10 ~ 2,08 vart 25:¢ 4r. Den hade allts fortsatt att
fordubblas vart 25:e ar sedan Malthus uppsats, nistan ett halvt sekel tidigare.
Verhulst tillade dock:

”Vi kommer inte att insistera pa hypotesen om geometrisk
progression, eftersom den bara kan gilla under mycket
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speciella omstindigheter, till exempel nir ett bordigt omrade
av nidstan obegrinsad storlek rakar vara bebott av ménniskor
med en avancerad civilisation, vilket var fallet med de forsta
amerikanska kolonierna.”

I sin artikel aterkom Verhulst ocksé till ekvationen (6.1), som han kallade
”logistisk”. Han noterade att kurvan P(z) dkar med en positiv krokning (den
dr konvex) s linge P(¢) < K/2 och fortsitter sedan att 6ka mot K men med
en negativ krokning (den &r konkav) sé snart P(¢) > K /2. Kurvan har alltsa
formen av en forvringd bokstav S (figur 6.2).

Faktum ir att d’P/dt> = r (1 —2P/K)dP/dt. S d*P/dt*> > 0 om P <
K/2och d?P/dt* <0om P > K/2.

Verhulst forklarade ocksa hur parametrarna r och K kan uppskattas
utifrdn befolkningen P(f) under tre olika, men jimnt fordelade ar. Om P,
ar befolkningen vid tiden t = 0, P; den vid tiden r = T och P, den vid tiden
t = 2T, sa visar en omsténdlig berdkning med utgangspunkt i ekvation (6.2)
att

K=P

PP +PP—-2PP 1 ) 1/Ph—1/K
P2 —PRyP T [1/P1—1/K]

Med hjilp av uppskattningarna av Belgiens befolkning for aren 1815, 1830
och 1845 (3,627, 4,247 respektive 4,801 miljoner) fick han fram K = 6,584
miljoner och r = 2,6 % per ar. Han kunde sedan anvinda ekvation (6.2) for
att forutsiga att Belgiens befolkning skulle vara 4,998 miljoner i borjan av
ar 1851 och 6,064 miljoner i borjan av ar 1900 (figur 6.2). Verhulst gjorde
en liknande studie for Frankrike. Han fick fram K = 39,685 miljoner och
r = 3,2% per ar. Eftersom Belgiens och Frankrikes befolkningar under tiden
vida 6verskridit dessa virden pa K, ser vi att den logistiska ekvationen kan
vara en realistisk modell endast for tidsperioder pa nagra decennier, som i
Verhulsts artikel fran 1838, men inte for langre tidsperioder.

Ar 1847 publicerades Andra undersokningen om lagen om
befolkningstillviixt diar Verhulst gav upp den logistiska ekvationen och valde
istéllet en differentialekvation som kan skrivas i formen

a_(i-F
dt K)’
Han trodde att denna ekvation skulle gilla nir befolkningen P(¢) ér ver en

viss troskel. Losningen ir P(t) = K + (P(0) — K) e~"/K. Med hjilp av samma
demografiska uppgifter for Belgien uppskattade Verhulst parametrarna r och
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K pa nytt. Den hér gangen fann han K = 9,4 miljoner for den maximala
befolkningen. Det visar hur mycket resultatet kan bero pa valet av modell!

Verhulst blev president for Belgiens kungliga akademi 1848, men dog
aret ddrpa i Bryssel, troligen av tuberkulos. Trots Verhulsts tveksamhet
mellan modellekvationer aterinférdes den logistiska ekvationen oberoende
flera decennier senare av olika personer. Robertson anvinde den 1908 for
att modellera den individuella tillvixten hos djur, vixter, mdnniskor och
kroppsorgan. McKendrick och Kesava Pai anvidnde den 1911 for tillvixt
av populationer av mikroorganismer. Pearl och Reed anvinde den 1920
for att berikna befolkningstillvixten i USA, som hade borjat avta. Ar
1922 uppmirksammade Pearl slutligen Verhulsts arbete. Fran och med da
inspirerade den logistiska ekvationen manga arbeten (se kapitlen 13, 20
och 24). Den maximala populationen K blev sd smaningom kind som
”birformaga” eller “birandekapacitet”.
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Kapitel 7

Bienaymé, Cournot och sliktnamnens utdoende
(1845-1847)

( Den franske statistikern Bienaymé forstod 1845 hur man kan berikna R
sannolikheten for att ett sldktnamn ska d6 ut om varje man har ett antal
soner som foljer en viss sannolikhetsférdelning. Om det genomsnittliga
antalet soner dr mindre &n eller lika med ett kommer familjenamnet att
do ut. Om genomsnittet dr storre in ett, dr sannolikheten for utdéende
strikt mindre dn ett. Beviset for hans resultat publicerades tva ar senare i
en bok skriven av hans vin Cournot. Dessa arbeten ateruppticktes forst
nyligen.

S %

Irenée Jules Bienaymé foddes 1796 i Paris. Han studerade vid Ecole
Polytechnique och gjorde karridr inom finansministeriet och nadde den
hoga nivan som generalinspektor. Bienaymé paverkades av Laplaces bok
Analytisk teori om sannolikhet och fann ocksa tid att publicera artiklar
om manga tillimpningar av sannolikhetsteorin, t. ex. demografisk och
medicinsk statistik (spddbarnsdodlighet, antal fodda, forvintad livslidngd),
sannolikheten for fel i réttsvdsendet, forsdkringsteori och rostningssystemens
representativitet.

Figur 7.1: Bienaymé (1796—1878) och Cournot (1801-1877)
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Ar 1845 skrev Bienaymé en kort notis Om multiplikationslagen
och familjernas varaktighet, som publicerades i en bulletin fran Société
Philomatique 1 Paris. Ett antal forfattare hade redan skrivit om detta
dmne. | den andra upplagan av En avhandling om befolkningslagen (1803)
inkluderade Malthus ett kapitel om befolkningen i Schweiz och konstaterade
att

I staden Bern hade det suveridna radet fran ar 1583 till 1654
godkint 487 familjer i bourgeoisien, varav 379 dog ut under tva
arhundraden och ar 1783 aterstod endast 108 av dem.”

Ar 1842 hivdade Thomas Doubleday mer allmint att verklassfamiljer
fran adeln eller bourgeoisien hade en storre tendens att forsvinna dn
underklassfamiljer. Liknande idéer framfordes i Frankrike av Emile Littré
1844 i en introduktionstext till Auguste Comtes positivistiska filosofi och av
Benoiston de Chateauneuf — en vin till Bienaymé — som 1845 publicerade en
essd Om adelsfamiljernas varaktighet i Frankrike.

Det var i detta sammanhang som Bienaymé forsokte forklara hur det
kan komma sig att befolkningen i ett land tenderar att vixa geometriskt
samtidigt som ett stort antal familjer forsvinner. For att angripa detta problem
tog han ett forenklat fall dir alla mén skulle ha samma sannolikhet att ha
0, 1, 2, 3... soner som nar vuxen alder. Ndrmare bestimt fragade han sig
vad sannolikheten var for en man att ha en avkomma som béir hans namn
efter n generationer. Om det genomsnittliga antalet soner dr mindre &n ett,
ar det uppenbart att denna sannolikhet bor ga mot noll nidr n vixer mot
odndligheten. Bienaymé noterade att samma slutsats skulle forbli sann om
medelantalet soner var exakt ett!, t. ex. om det finns en sannolikhet 1/2 att
inte ha nagon son och en sannolikhet 1/2 att ha tva soner (figur 7.2). Men i
det fallet gar sannolikheten att fa avkomma i generation n ldngsammare mot
noll: I exemplet skulle den fortfarande vara 5 % efter 35 generationer, dvs.
efter elva eller tolv arhundraden om det gér tre generationer per arhundrade?.
Bienaymé noterade slutligen att 4ven om det genomsnittliga antalet soner dr
storre dn ett sd dr det inte sikert att slidktlinjen dor ut: Sannolikheten for detta
kan berdknas genom att 16sa en algebraisk ekvation.

Bienaymés artikel inneholl ingen mer forklaring. Ar 1847 inkluderade
hans vin Antoine-Augustin Cournot, en matematiker och ekonom,
nagra detaljer i en bok med titeln Om ursprunget och grdnserna for
korrespondensen mellan algebra och geometri. Han presenterade problemet i

'Utom om varje man har exakt en son.
2Som vi kommer att se nedan ir denna sannolikhet lika med 1 — x35 med Xpt1 = % + %x,,
och xp =0.

2
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Figur 7.2:  Aurtificiellt
exempel pa ett sléakttrid.
Forfadern star hogst
upp i tridet. I varje
generation har minnen
en sannolikhet 1/2 att
inte fa nagon son och
en sannolikhet 1/2 att fa
tva soner.

form av ett slumpspel men erkénde att det var identiskt med Bienaymés studie
av sliktnamnens utdéende. Om vi behaller tolkningen i termer av slidktnamn,
betraktade Cournot forst det specialfall dir méin far hogst tva soner, dér pg,
p1 och p, ir sannolikheten for att fa 0, 1 respektive 2 soner. Naturligtvis
ar po+ p1 + p2 = 1. Om man utgér fran en forfader dr sannolikheten for
utdéende efter bara en generation, kalla den xj, naturligtvis lika med py.
Sannolikheten f6r utdéende inom tva generationer ir x, = po+ p1 X1 + p2 X1 2.
Antingen var familjen utdod redan i forsta generationen (sannolikhet py),
eller sa fanns det bara en son i forsta generationen som inte fick nagon son
(sannolikhet p; x1), eller sa fanns det tva soner i forsta generationen och ingen
av dem fick nagon son (sannolikhet p>x;2). Mer allmént ér sannolikheten for
utdéende inom 7 generationer

Xy = Po+ P1Xn—1+p2 (xa_1)*

Om det till exempel finns tva soner i den forsta generationen (sannolikhet p;)
kommer familjen att do ut n — 1 generationer senare (dvs. i generation n) med
en sannolikhet som &r lika med (x,—| )2. Cournot noterade att x,, dr en dkande
sekvens med x, < 1 for alla n. Sa x,, har en gréns x. < 1, som &r en 16sning
pé ekvationen

x:P0+P1X+P2x2-

Med hjélp av p; = 1 — pg — p ér denna ekvation likvirdig med 0 = py(x —
1)(x — po/p2)- Det finns alltsd tva rotter: x = 1 och x = pg/p,. Tre fall kan
sirskiljas beroende pa det genomsnittliga antalet séner p + 2p,, som ocksa
dr lika med 1 — po + p» och som vi ska kalla Zy. Om %y < 1 dr py/p> > 1,
sa x = 1 dr det enda mdojliga virdet for grinsen x... Familjenamnet kommer
sikert att do ut. Om %y = 1 #r bada rotterna lika med 1 och slutsatsen #r
densamma. Om % > 1, argumenterade Cournot att x., borde vara lika med
den andra roten pg/pa, eftersom sannolikheten for utdéende uppenbarligen
maste vara 0 i det speciella fallet ddr py = 0.
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Cournot nimnde kort det mer allminna fallet dir mén kan fa hogst m
soner med sannolikheterna pg, pi,..., pm. Slutsatsen beror pa samma sitt
pa virdet av %y = p1 +2pa + - -- + mp,,, det genomsnittliga antalet soner,
i forhallande till 1. Ekvationen for x., som dr x = pg+ p1x+ -+ + pp X",
har alltid roten x = 1. Den har endast en annan positiv rot, vilken ger
sannolikheten for utdéende x.. niar % > 1.

Tyvérr gick Bienaymés artikel och de fa sidorna i Cournots bok helt
obemirkt forbi vid den tiden. Artikeln uppméarksammades forst pa 1970-talet
och boksidorna ytterligare tjugo ar senare! Under tiden hade problemet och
dess 16sning aterupptickts av andra och dmnet hade utvecklats avsevirt. Vi
aterkommer till detta i kapitlen 9, 17 och 18.

Bienaymé var tvungen att limna sitt arbete pa finansministeriet efter 1848
ars revolution. Professuren i sannolikhetsteori vid universitetet i Paris, som
han sikert var den bista kandidaten for, gavs ocksa till ndgon annan. Trots
detta kunde Bienaymé aterigen arbeta for finansministeriet efter 1850, men
han avgick 1852. Senare samma ar valdes han in i vetenskapsakademin dr
han var specialist pa statistikomradet. Ar 1853 bevisade han det som vissa
moderna lirobocker kallar Bienaymé-Chebyshev-olikheten. Ar 1875 blev han
ordférande for det nybildade Société Mathématique de France. Han dog i
Paris 1878.
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Kapitel 8

Mendel och irftlighet (1865)

Ar 1865 offentliggjorde Mendel resultaten av sina banbrytande experi-
ment med korsningar av drtor. Hans analys tillimpade grundliggande
sannolikhetsldra. Han betraktade dven en dynamisk modell for en
population av sjilvpollinerande vixter. Hans arbeten, som aterfanns
forst ar 1900, blev genetikens genombrott.

Johann Mendel foddes 1822 i Mihren, vid den tidpunkten en del av
det Osterrikiska imperiet och nu dr en del av Tjeckien. Hans far var bonde.
Med sina goda resultat i gymnasiet och sin daliga hilsa foredrog Mendel att
fortsitta studera i stiillet for att arbeta pa familjens gard. Men han hade inte
rad att studera vid ett universitet. Men 1843 antogs han vid Saint Thomas-
klostret i Briinn (nuvarande Brno), dir han tog namnet Gregor. Han studerade
teologi vid sidan av jordbruk. Han pristvigdes 1847. Han undervisade pa en
gymnasieskola i nagra ar men misslyckades med ett prov for fast anstéllning.
Mellan 1851 och 1853 kunde han tack vare stod fran andra som kiinde honom
dnda fortsitta sina studier vid Wiens universitet ddr han liste fysik, matematik
och naturvetenskap. Han atervinde dérefter till Briinn och undervisade i fysik
vid en teknisk skola.

Figur 8.1:
Mendel (1822-1884)

Mellan 1856 och 1863 utférde Mendel en rad experiment pa ett stort
antal vixter i klostrets tridgard. Han var medlem i det Naturhistoriska
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sillskapet i Briinn och 1865 presenterade han sina resultat vid tva av
sillskapets moten. Hans arbete, Forsok med véxtkorsningar, publicerades pa
tyska aret didrpa i motesprotokollet. Mendel forklarade hur han hade borjat
studera variationerna hos irter. Dessa vixter forokar sig naturligt genom
sjilvpollinering och deras fron kan anta olika létt identifierbara former: runda
eller skrynkliga, gula eller grona osv. Nir han korsade en véixt som kommer
fran en stam med runda fron med en vixt som kommer fran en stam med
skrynkliga fron, mérkte han att deras korsningar alltid gav runda fron. Han
kallade egenskapen “runda fron” dominant och egenskapen “skrynkliga fron”
recessiv. Pa samma sitt visade han att egenskapen “gula fron” var dominant
medan egenskapen “grona fron” var recessiv.

Mendel lade sedan mirke till att sjdlvpollinering av véxter som odlats med
hjélp av korsningar i den forsta generationen gav nya fron som hade antingen
den dominerande eller den recessiva egenskaper i till synes slumpmaéssiga
proportioner. Han mérkte dessutom att nir han upprepade experimentet
manga ganger i genomsnitt fick ungefir tre ganger fler fron med den
dominanta egenskapen 4n med den recessiva egenskapen. Till exempel fick
han i ett forsta experiment totalt 5474 runda fron och 1 850 skrynkliga fron,
vilket motsvarar ett forhdllande pa 2,96 till 1. Nista experiment gav totalt
6022 gula fron och 2001 grona fron, vilket motsvarar ett forhallande! pa
3,01 till 1.

Mendel lade ocksa mirke till att bland de plantor som odlades fran
fron fran den forsta generationen med den dominanta egenskapen var de
som genom sjdlvpollinering gav fron med antingen den dominanta eller den
recessiva egenskapen ungefir dubbelt sa manga som de som gav fron med
enbart den dominanta egenskapen. Till exempel, bland de 565 plantor som
odlades fran runda fron fran den forsta generationen gav 372 bade runda och
skrynkliga fron medan 193 gav endast runda fron. Forhallandet dr lika med
1,93. Pa samma sitt gav 353 av de 519 plantor som odlades fran gula fron i
forsta generationen bade gula och grona fron medan 166 endast gav gula fron.
Forhallandet ir 2,13.

For att forklara dessa resultat fick Mendel den fantastiska idén att betrakta
ett fros synliga egenskaper som ett resultat av tva osynliga faktorer. Dessa
faktorer var endera dominanta (vi skriver A) eller recessiva (vi skriver a). Det
finns salunda tre mojliga kombinationer: AA, Aa och aa. Kombinationerna
AA eller Aa tar sig uttryck i den dominanta synliga egenskap som birs

IR. A. Fisher (se kapitel 14) konstaterade senare att sannolikheten for att fa ett experimentellt
resultat som ligger sé nira det teoretiska virdet dr mycket liten. Mendel arrangerade didrmed
troligen sina data. I det andra experimentet med n = 6022 + 2001 = 8023 fron sa uppgar
sannolikheten for att forhallandet ska skilja sig fran 3 med mindre &n 0,01 till bara cirka 10 %.
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av A. Kombinationen aa tar sig uttryck i den recessiva synliga egenskapen
a. Mendel antog dessutom att standarna (med pollen) och pistillena (med
dggceller) vid pollineringen kunde vara birare av endast en av de tva
faktorerna, var och en med en sannolikhet 1/2.

Korsning av homozygoterna AA och aa ger alltsa heterozygotiska
korsningar Aa med den dominanta synliga egenskapen A. Konscellerna hos
korsningen Aa overfor faktorn A med sannolikhet 1/2 och faktorn a med
sannolikhet 1/2. Sjdlvpollinering av en vixt som odlats fran korsningen Aa
ger dirfor AA med sannolikhet 1/4, Aa med sannolikhet 1/2 och aa med
sannolikhet 1/4. Se tabell 8.1.

Tabell 8.1: Resultattabell vid sjdlvpollinering av korsningen Aa. Sannolikheterna ges
hér som en funktion av de faktorer som Gverfors via standarna (i raderna) respektive
pistillerna (i kolonnerna).

Faktor (Sannolikhet) | A (1/2) a(1/2)
A (1/2) AA (1/4) | Aa (1/4)
a(1/2) Aa (1/4) | aa (1/4)

Mendel lade mirke till att forhallandet AA : Aa : aa, som var 1:2: 1, de
facto foljde av kvadreringsregeln (A +a)? = AA 4 2 Aa + aa. Eftersom frona
AA och Aa har synliga egenskapen A medan endast frona aa har den synliga
egenskapen a, finns det faktiskt tre ganger fler fron med egenskapen A 4n med
egenskapen a. Dessutom finns det i genomsnitt dubbelt s méanga fron Aa
som AA. Sjilvpollinering av vixter som odlas fran de férstnimnda ger fron
med antingen den dominanta egenskapen (AA eller Aa) eller den recessiva
egenskapen (aa). Nir det giller sjélvpollinering av vixter som odlas fran
fron av typ AA sa far genomgaende fron AA med den dominanta egenskapen.
Dirmed forklaras alla observationer.

Mendel forstatte med att observera de paféljande generationerna. Om
man utgick fran N korsade fron Aa och for enkelhetens skull antog att varje
planta genom sjidlvpollinering ger endast fyra nya fron, forutsade han att
det genomsnittliga antalet fron (AA),, (Aa), och (aa), i generation n skulle
beskrivas av tabell 8.2. For tydlighetens skull har delar vi resultaten i tabellen
med N.

Dessa resultat erhalls enkelt med hjélp av de rekursiva sambanden

(AA)ns1 = (Aa)n +4(AA)n , 8.1)
(Aa)nJrl =2 (Aa)n ; (8.2)
(aa)n+1 = (Aa), +4(aa), , (8.3)
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Tabell 8.2: P& varandra f6ljande

generationer. n 0] 2 ’ ! °
(AA), 0 1 6 28 120 496

(Aa), 1 2 4 8 16 32

(aa), 0 1 6 28 120 496

totalt 1 4 16 64 256 1024

som sdger att AA efter sjidlvpollinering ger fyra fron AA, att aa ger fyra fron
aa och att Aa i genomsnitt ger ett fro AA, tva fron Aa och ett fr6 aa. Mendel
lade dessutom miirke till att (AA), = (aa), = 2"~'(2" — 1) och (Aa), = 2".

Ekvationen (8.2) och initialvirdet (Aa)o = 1 ger att (Aa), = 2".
Insittning i ekvation (8.1) ger att (AA),+1 = 4(AA), +2". Vi inser
latt att (AA), = ¢2" &r en partikuldrlosning nir ¢ = —1/2. Den
allménna 16sningen till den "homogena” ekvationen (AA),+| = 4 (AA),
ir (AA), = C4". Addition av dessa tva losningar ger att (AA), = C4" —
2"=1 uppfyller initialvirdet (AA)g = 0 om C = 1/2. Talféljden (aa),
uppfyller samma rekursionsformel och samma initialvirde som (AA),.
Dérmed ér (aa), = (AA),.

Sammanfattningsvis delas andelen korsningar Aa 1 den totala
populationen som ges av 2"/4" = 1/2", med tva i varje generation i
sjédlvpollineringsfallet.

Ingen lade mirke till Mendels arbeten under hans livstid. Nagra ar
senare upprepade Mendel dven liknande experiment med andra véxtarter. Han
offentliggjorde artiklar om meteorologi och undersokte binas arftlighet. Efter
att ha blivit abbot 1868 Zgnade han storre delen av resten av sitt liv till att
hantera administrativa problem. Han dog 1884.

Mendels arbete ateruppticktes till sist ar 1900 nistan samtidigt av Hugo
De Vries i Amsterdam, Carl Correns i Tiibingen och Erich von Tschermak i
Wien oberoende av varandra. Detta kom att inleda en ny era inom det som vi
nu kallar genetik.
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Kapitel 9

Galton och Watson och fragan om utdoende
slaktnamn (1873-1875)

Ar 1873 undersckte den brittiske statistikern Galton och hans landsman
Watson problemet med utddende sldktnamn utan kinnedom om
Bienaymés arbete. Watson upptickte att en rekursiv berdkning av den
genererande funktionen for sannolikhetsférdelningen av antalet mén i
varje generation var mojlig. Hans analys av sannolikheten f6r utdéende
var didremot felaktig.

Francis Galton foddes 1822, samma ar som Mendel, nidra Birmingham i
England. Han var yngst av sju barn. Hans far var en rik bankdirektor. Han
var kusin till Charles Darwin genom sin mor. Galton borjade studera medicin
1838, forst pa ett sjukhus i Birmingham och senare i London. Sommaren
1840 gjorde han sin forsta langa resa genom Europa dnda till Istanbul.
Direfter studerade han under fyra ar vid Trinity College, universitetet i
Cambridge. Hans far efterlimnade en betydande formogenhet vid sin dod
1844. Galton gav upp tanken pa att bli ldkare. Han reste till Egypten, Sudan
och Syrien. Under de foljande aren holl han sig till fritidssysselsittningar och
tillbringade sin tid med jakt, resor i ballonger och bétar eller forsokte forbittra
den elektriska telegrafen. Ar 1850 startade han en forskningsexpedition till
sydvistra Afrika (nuvarande Namibia). Nér han atervinde till England 1852
valdes han in i Royal Geographical Society. Dir kunde han folja nyheterna
fran expeditionerna till Ostafrika for att leta efter Nilens killa. Han bosatte sig
i London och skrev en mycket populir guide for resenirer. Ar 1856 valdes han
in i Royal Society. Han var da intresserad av meteorologi och uppfann ordet
“anticyklon”. Efter att hans kusin Darwin 1859 publicerade Om arternas
uppkomst intresserade sig Galton for érftlighet. Han publicerade 1869 Arftligt
geni, dér han hivdade att intellektuella formagor kunde ga i arv.

Ar 1873 gav Alphonse de Candolle, en schweizisk botaniker, ut en bok
med titeln Historia om vetenskapen och vetenskapsmdnnen under de senaste
tva seklen. Den inneholl dven uppsatsen Inverkan av arv, variation och urval
for den mdnskliga artens utveckling och en sannolik framtid for var art. Dar
gjorde han foljande anmirkningar:
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Figur 9.1: Galton (till vinster) och Watson (till hoger).

”Bland den information och de asikter som Benoiston de
Chéteauneuf, Galton och andra statistiker framforde, sa sag jag
inte den anmérkning som de borde ha gjort om det oundvikliga
utdéendet av familjenamn. Det finns naturliga orsaker till att
varje sldktnamn dor ut [...] En matematiker borde kunna beridkna
hur minskningen av namn uppfor sig, utifran kinnedom om
sannolikheten att fa dottrar respektive soner och sannolikheten
att ett givet par forblir barnlost.”

Bienaymé studerade samma problem 1845. Candolle trodde att alla
sldktnamn var domda att do ut utan att kiinna till Bienaymés arbete. Galton
lade mirke till ovanstaende stycke i Candolles bok. Galton formulerade det
som ett oppet problem for ldsarna av tidskriften Educational Times, dven han,
utan kdnnedom om Bienaymés arbete:

”Problem 4 001: Lat oss betrakta en stor nation dér vi endast
tar hidnsyn till antalet vuxna min, N, och de som bir
olika sldktnamn. Vi later dem kolonisera ett omrade. Deras
populationsdynamik beskrivs av att i varje generation har ag
procent av de vuxna minnen inga soner som nar vuxen alder;
ap har en son; ay har tva; och sa vidare upp till a5 som har fem.

Bestim (1) den andel av deras efternamn som kommer att ha
dott ut efter r generationer, och (2) i hur manga fall sldktnamnet
kommer innehas av m personer.”

Mirk att Bienaymé aldrig hade lyft den andra delen av problemet. Galton fick
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inget tillfredsstéllande svar fran tidskriftens ldsare och kunde uppenbarligen
inte sjélv finna 16sningen pa problemet. Han bad dérfor sin vin Henry William
Watson, en matematiker, att ta sig an problemet.

Watson foddes i London 1827. Hans far var officer i den brittiska flottan.
Han studerade forst vid King’s College i London och overgick direfter till
matematik vid Trinity College, universitetet i Cambridge, fran 1846 till 1850,
bara nagra ar efter Galton. Han gick direfter vidare i &mnet som stipendiat
vid Trinity College, bitrddande ldrare vid City of London School, lektor i
matematik vid King’s College och slutligen professor i matematik vid Harrow
School mellan 1857 och 1865. Han var fortjust i bergsbestigning och deltog i
en expedition som nadde Monte Rosas topp i Schweiz 1855. Han pristvigdes
till diakon 1856 och till anglikansk prist tva ar senare. Fran 1865 till sin
pensionering var han rektor i Berkswell with Barton nidra Coventry, en tjénst
som gav honom ymnigt med forskningstid.

Galton och Watson skrev tillsammans en artikel med titeln Om
sannolikheten for utdoende av sldktnamn, som publicerades 1875 i Journal
of the Royal Anthropological Institute. Galton presenterade problemet och
Watson forklarade sina berdkningar och de slutsatser han hade kommit fram
till. De antog att mén har hogst g soner, dér p; dr sannolikheten att ha k soner
(k=0,1,2,...,q). Dirmed &r blir p; = a;/100 med Galtons ursprungliga
beteckningar och pg + p1 +---+ py = 1. Tink pa en situation dir generation
0 bestar av en enda man. Generation 1 bestar av s mian med sannolikheten p;.
Med hjdlp av en metod som hade inforts av Abraham de Moivre och blivit
vilkind vid det hir laget, betraktade Watson den genererande funktionen

f@x)=pot+prxtpax®+--+pyx? ©.1)

som kan forknippas med sannolikheterna py,. ..,p,. Lat pa samma sitt f;, (x)
vara det polynom for vilket koefficienten for x* 4r sannolikheten for att ha
s min i generation n med utgangspunkt fran en man i generation 0. Da ir
S1(x) = f(x). Watson lade mirke till att sambandet

fu(x) = fa1(f(x)), 9.2)

mojliggor en rekursiv beriikning av f,(x).

Sitt fr(x) = pon —i—pl,,,x—i—pz’,,xz 4. +pqn’nx(qn). Det finns da hogst
¢" min i generation n. Antag att det i generation n — 1 finns s mén
numrerade fran 1 till s och 13t #q, ..., 7, sta for det antal séner som var
och en av dem har. Ddrmed kommer sannolikheten for att det att finnas



52

¢t min i generation n att vara lika med

Z Py X X Py
t g =t

Nir s = 0 s& maste man forsta att denna sannolikhet dr lika med 1 om
t = 0 och lika med O om ¢ > 1. Dirfor ar

Ptn = Zps,n—l X Z Pty X X Dy

50 tf =t

Av detta foljer att

@)=Y pax =Y psar Y, Y (pya") x-ox (px*)

>0 520 =0 ty+Hg=t

= Zps,nfl [Poxo-i-plxl +p2x2+...}s
520

= Y a1 @ = ot () -

5s=0

Speciellt dr sannolikheten x,, for att sliktnamnet ska do ut inom n generationer
lika med po ,. Denna sannolikhet &r f,(0). Som ett forsta exempel anvinde
Watson

fx)=(1+x+x)/3,

dvs. ¢ =3 och pg = p; = p» = 1/3. Han beriiknade polynomen f,(x) for
n=1,...,4med hjilp av ekvation (9.2). Han fick bland annat foljande resultat

1

Hx) = 3

B 134+ 5x+6x2 +2x3 +x*

1
+ 27

1+x+x% n 14+x+x2 2
3 3

och f,(0) = 13/27 ~ 0,481. Berikningarna av f,(x) for n > 3 blir fort
vildigt komplicerade. Faktum &r att de blir sa komplicerade att Watson borjar
gora misstag redan i fallet n = 4. Eftersom x5 = f5(0) = f4(f(0)) medfor
att berdkningen av fs(x) kan undvikas, fick han foljande forteckning 6ver
sannolikheter for utdéende x, = f,,(0):

X1~ 0333, x~0481, x3~0,571, xs~0641, x5 0,675.

De korrekta virdena kan verifieras med hjilp av Bienaymés samband x,, =
f(xn—1) och dr x4 ~ 0,632 och x5 ~ 0,677. Den senare formeln kan dven
hirledas fran ekvation (9.2), se kapitel 17.
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Watson mirkte att varje man i genomsnitt har
Ho=p1+2p2+--+qpg

soner och att Zy = 1 i hans forsta exempel. Man skulle alltsa kunna tidnka
sig att om det ursprungliga antalet manliga familjemedlemmar var tillrackligt
stort, skulle familjestorleken forbli ungefir konstant. Watson hiavdade dock
att utddéendesannolikheten x, konvergerar mot 1 néir n — +oo, om dn ganska
langsamt. Med andra ord skulle sliktnamnet att do ut, vilket Candolle hade
foreslagit. Figur 9.2a, som inte aterfinns i originalartikeln, och Bienaymés
resultat bekréftar slutsatsen i det forsta exemplet.

Figur 9.2: Grafen for funktionerna y = f(x) och y = x. Sannolikheten f6r utdéende
Xn = f(x,—1) inom n generationer dr hojden péa “trappsteget” n. Till vinster: f(x) =
(1+x4x?)/3. Till hoger: f(x) = (3+x)7 /4.

Som ett andra exempel betraktade Watson binomialfordelningen
—k gk
q\ a?*b
= —_— 9.3
Pk (k) (at D) 9.3)
Den genererande funktionen (9.1) dr nu

(a+bx)?

f()C): (a—i—b)‘?'

Han beriknade f>(x) och x; = f>(0). D4 insag han att x, = f(x;) och att
Xn = f(x,—1) for alla n. Men han trodde att denna formel var specifik for
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binomialfallet (9.3). Genom att tillimpa den pa fallet dir ¢ = 5, a = 3 och
b =1 fick han resultatet

x1 ~ 0,237, x2 ~ 0,347, x3 ~ 0410, ... x9 20,527, x19 ~ 0,533, ...

Watson insag att x, maste konvergera mot en grans x. nir n — oo, som
uppfyller

B ~ (a+bxa)d
Xoo = [(Xoo) = “axby

Han noterade att x = 1 #r en 16sning pa denna ekvation men insag inte att
det kunde finnas andra 16sningar nir %y > 1. Sé han drog felaktigt slutsatsen,
vilseledd av Candolle, att utdoende alltid foljer (x.. = 1) och att det dven
giller det nyligen betraktade numeriska exemplet. Figur 9.2b, visar att sa inte
ar fallet.

Watson lade mérke till att medelantalet soner i detta exempel var storre dn
1 (man kan visa att Zo = gb/(a+b) = 5/4), vilket betyder att populationen
tenderar att 6ka exponentiellt. Men detta hjélpte honom inte att uppticka felet.
Han spekulerade till och med i att sliktnamnets utdoende var sikert for varje
sannolikhetsfordelning (py ), dvs. inte bara fér binomialfallet. Vi dterkommer
till detta problem i kapitlen 17 och 18.

Galton fortsatte sin statistiska studie av familjer i boken Engelska
vetenskapsmdin, deras natur och uppfostran. Den fokuserade pa Royal
Society medlemmarnas stamtavla. Han intresserade sig dven for métningar
av ménniskokroppen. Han samlade vid en internationell utstillning 1884 i
London in uppgifter om ett stort antal ménniskor. Hans resultat publicerades
1889 i en bok med titeln Naturlig drftlighet. En bilaga atergav den artikel
som han skrev i samarbete med Watson. I denna bok introducerades ocksa
en del ny statistisk vokabuldar som “percentil” och “kvartil” samt ordet
”arvshygien”, dvs. forbittring av den minskliga arten med utgangspunkt i
arftliga egenskaper. Efter 1888 utvecklade Galton en teknik for att kiinna igen
fingeravtryck som nagra ar senare skulle tas i bruk av den brittiska polisen.
Han fortsatte dven att studera vilken roll arv och milj6 spelar for utvecklingen
av fysiska och intellektuella egenskaper hos tvillingar, for storleken pa drtor
som odlats under flera generationer eller for fargen hos moss som avlats
i ett laboratorium. Detta ledde honom till begreppet korrelation. Ar 1904
grundades Galtonlaboratoriet vid University College i London. Galton blev
adlad 1909 och dog 1911.

Watson var forfattare till flera bocker. Sarskilt noterbart dr en avhandling
om gasers kinetiska teori 1876 och en avhandling om den matematiska teorin
om elektricitet och magnetism i tva volymer (1885 och 1889). Han valdes in
1 Royal Society 1881 och dog i Brighton 1903.
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Karl Pearson sammanfattade i andra delen av sin biografi om Galton 1924
artikeln om utdoende sldktnamn utan att ldgga mirke till felet. Felet skulle
slutligen uppmarksammas 1930 (se kapitel 18).

Ytterligare ldsning

1.

W

De Candolle, A.: Histoire des sciences et des savants depuis deux siécles.
Georg, Geneve (1873). archive.org

. Galton, F.: Natural Inheritance. Macmillan, London (1889). galton.org
. Galton, F.: Memories of my Life. Methuen & Co., London (1908). galton.org
. Kendall, D.G.: Branching processes since 1873. J. Lond. Math. Soc. 41, 385—

406 (1966)

. Pearson, K.: The Life, Letters and Labours of Francis Galton, vol. 1/2.

Cambridge University Press (1914/1924). galton.org

. S.H.B.: Henry William Watson, 1827-1903. Proc. R. Soc. Lond. 75, 266-269

(1905). gallica.bnf.fr

. Watson, H.W., Galton, F.: On the probability of the extinction of families. J.

Anthropol. Inst. 4, 138—144 (1875). galton.org


http://www.archive.org/details/histoiredesscie00candgoog
https://galton.org/books/natural-inheritance/index.html
https://galton.org/books/memories/index.html
https://galton.org/pearson/index.html
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k56168b/f279.item
https://galton.org/essays/1870-1879/galton-1874-jaigi-family-extinction.pdf

Kapitel 10

Lotka och teorin om stabila populationer
(1907-1911)

t Ar 1907 borjade den amerikanske kemisten Alfred Lotka h
studera sambandet mellan fodelsetal, aldersspecifika dodstal och
befolkningstillviixten med hjilp av en kontinuerlig tidsmodell. Ar 1911
publicerade han tillsammans med F. R. Sharpe en annan artikel om
samma dmne, som #ven inkluderade aldersspecifika fertilitetstal. Den
implicita ekvation som ger befolkningstillvixten kallas ofta “Lotkas

\_ ekvation”. )

Alfred James Lotka foddes av amerikanska fordldrar 1880 i Lemberg,
som var en del av det Osterrikisk-ungerska imperiet (nu Lviv i Ukraina). Han
studerade forst i Frankrike och Tyskland och fick 1901 en kandidatexamen
i fysik och kemi fran universitetet i Birmingham i England. Dérefter
tillbringade han ett ar i Leipzig dir termodynamikens roll i kemi och biologi
betonades av Wilhelm Ostwald, som skulle fd Nobelpriset i kemi 1909.
Lotka bosatte sig i New York 1902 och borjade arbeta for General Chemical
Company.

Figur 10.1:
Lotka (1880-1949)

1907 och 1911' tog Lotka upp studiet av dynamiken hos &lders-

Den andra artikeln skrevs i samarbete med F. R. Sharpe, en matematiker fran
Cornelluniversitetet.
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strukturerade befolkningar utan att kinna till Eulers arbete i samma @mne (se
kapitel 3). Till skillnad fran Euler antog han att tid och alder dr kontinuerliga
variabler. Lat B(r) vara det manliga fodelsetalet (antalet manliga fodslar per
tidsenhet) vid tiden ¢, p(x) sannolikheten att fortfarande vara i livet vid alder
x och h(x) fruktsamheten vid dlder x sa att h(x)dx dr sannolikheten for en
man att fa en nyfodd son mellan alder x och x + dx om dx dr forsumbart
liten. D& &r [, p(x)dx den forvintade livslingden vid fodseln. Dessutom &r
B(t —x) p(x) dx antalet mén som fods mellan tidpunkterna t —x och t —x+dx
och som fortfarande lever vid tidpunkten ¢. Dessa mén far B(r —x) p(x) h(x) dx
sOner per tidsenhet vid tid . Det totala antalet fodda mén vid tiden ¢ #r alltsa

~+oo
B(t) = B(t — x) p(x) h(x) dx.
0
Lotka letade efter en exponentiell 16sning fér denna integralekvation i den
okiinda B(t) pa formen B(t) = be'" och fick genom att dividera bada sidorna
med B(t) f6ljande ekvation

1= /+we_’xp(x)h(x)dx, (10.1)
0

som numera kallas “Lotkas ekvation” av demografer?. Euler hade fatt fram
den analoga implicita ekvationen (3.1) for tillvdxthastigheten nér tid och
alder dr diskreta variabler. Lotka noterade att den hogra sidan av (10.1) &r
en avtagande funktion av r som gar mot +oo nir r — —oo och som géar mot 0
nir r — +o0. Det finns alltsa ett unikt virde for r, kalla det r*, sa att ekvation
(10.1) haller. Dessutom &r r* > 0 om och endast om

Ko = /()+mp(x)h(x) dx>1. (10.2)

Parametern % (beteckningen introducerades av Dublin och Lotka 1925) ir
det forvintade antalet séner som en man kan fa under sitt liv.

Lotka menade att oavsett befolkningens ursprungliga aldersstruktur &r
antalet fodda min per tidsenhet faktiskt sadant att B(r) ~ be” ' niir t — oo,
ddr b #r en konstant®. Den totala befolkningen ges da av P(t) = [~ B(t —
x) p(x)dx. Av detta foljer att P(r) ocksa okar eller minskar som e” ! nir

2R. A. Fisher kom sjilvstindigt fram till samma ekvation 1927 och tolkade senare roten r*
som ett matt pa "Darwinistisk ldmplighet” i teorin om evolution genom naturligt urval.

3Detta bevisades rigorost 1941 av William Feller, som da var professor i matematik vid Brown
University i USA. En probabilistisk metod utvecklades 1968 av Crump, Mode och Jagers.



58

t — +oo: tillviixten dr lika med r*. Dessutom gar befolkningens aldersstruktur,
som ges av B(t —x) p(x)/ P(t), mot
e p(x)
Jo e ply)dy”

Detta &dr vad Lotka kallade en stabil befolkning”: Alderspyramiden behéller
samma form Over tid, men den totala befolkningen Okar eller minskar
exponentiellt. Slutsatsen &r alltsa densamma som i Eulers diskreta tidsmodell,
men i Lotkas studie tas hénsyn till fertilitetens aldersberoende. Den ir alltsa i
nagon mening mer allmén dn Eulers.

Lotka fortsatte att arbeta med detta imne under hela sitt liv. Ar 1908—1909
aterupptog han sina studier vid Cornell for att avldgga en magisterexamen.
Han arbetade fo6r National Bureau of Standards fran 1909 till 1911 och som
redaktor for tidskriften Scientific American Supplement fran 1911 till 1914.
Ar 1912 erhdll han en doktorsexamen fran universitetet i Birmingham genom
att samla de artiklar han publicerat sedan 1907 om befolkningsdynamik
och demografi. Under forsta virldskriget arbetade han aterigen for General
Chemical Company med hur man kan fixera kvive fran atmosfiren. Ar 1920
gjorde en av hans artiklar om biologiska svingningar (se kapitel 13) ett
djupt intryck pa Raymond Pearl, en professor i biometri vid universitetet
Johns Hopkins som just hade “aterupptickt” den logistiska ekvationen (se
kapitel 6). I hopp om att hitta ett jobb vid Rockefeller Institutet for medicinsk
forskning i New York arbetade Lotka med de matematiska modeller som Ross
utvecklat for malaria (se kapitel 12). Slutligen fick han ett tvaarigt stipendium
fran universitetet Johns Hopkins, vilket gjorde det mdojligt for honom att
skriva en bok med titeln Element av fysikalisk biologi, som publicerades
1925. Direfter blev han chef for forskningsavdelningen vid Metropolitan Life
Insurance Company i New York. Han fokuserade pa matematisk analys av
demografiska fragor och publicerade flera bocker i samarbete med en kollega,
statistikern och vice ordférande i foretaget Louis Israel Dublin: En mdnniskas
penningviirde (1930), Livslingd (1936) och Tjugofem dar av framsteg pd
héilsoomrddet (1937). Han valdes till ordférande for Population Association
of America 1938-1939. Bland hans olika statistiska studier kan ndmnas
”Lotkas lag” (som gér tillbaka till 1926) som séger att antalet forfattare
som har skrivit n artiklar inom ett visst vetenskapsomrade minskar mer eller
mindre som 1/n? nir n okar.

Lotka publicerade ocksa en bok pa franska med titeln Analytisk teori
om biologiska associationer. Den forsta delen, som var mer filosofisk,
publicerades 1934. Den andra mer tekniska delen, som publicerades 1939,
sammanfattade all hans forskning om ménsklig demografi sedan 1907. I sin
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bok presenterade Lotka ocksa sitt bidrag till problemet med utrotning av
slaktnamn. Efter publiceringen 1930 av Steffensens forsta artikel i amnet (se
kapitel 18) hade han tillimpat teorin pa uppgifterna i 1920 ars folkrékning av
den vita befolkningen i USA. Han noterade att den observerade férdelningen
(pr)i=0 av antalet soner approximeras vil av en minskande geometrisk lag
forallak > 1: po=a, py =bc* ! (k> 1), med a = 0,4825, b = 0,2126 och
c¢=1-b/(1—a).Padetta sitt blir Y4~ px = 1. Den tillhérande genererande
funktionen &r f(x) = a+bY;" f k= a+ lf)éx. De tvé losningarna till
ekvationen x = f(x) 4r x = 1 och x = a/c. Sannolikheten for utdéende
X dr den minsta av dessa tva losningar (se kapitel 7). Med de numeriska
viardena for USA fann han x. ~ 0,819, medan det genomsnittliga antalet
soner var Zo = f'(1) = (1 —a)? /b~ 1,260. Trots ett genomsnittligt antal barn
(inklusive soner och déttrar) nira 2,5 dr sannolikheten for att sliktnamnet ska
do ut 6ver 80 %.

Lotka valdes till ordforande for det amerikanska statistikforbundet 1942.
Han gick i pension 1947 och dog 1949 i New Jersey. En ny upplaga av
hans bok fran 1925 utkom 1956 med den nagot annorlunda titeln Element
av matematisk biologi.
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Kapitel 11

Hardy-Weinbergs lag (1908)

Ar 1908 upptickte den brittiske matematikern Hardy och den
tyske ldkaren Weinberg oberoende av varandra att i en oédndligt
stor population som parar sig slumpmissigt enligt Mendels lagar
forblir frekvensen av genotyperna fran tva alleler konstant genom
generationerna. Deras matematiska modell var en av utgangspunkterna
for populationsgenetiken.

Godfrey Harold Hardy foddes 1877 i Surrey, England. Hans foréldrar
var ldrare. Han studerade matematik vid Trinity College vid universitetet
i Cambridge fran 1896, blev medlem av samma college 1900 och docent
i matematik 1906. Efter sin forsta bok, Integration av funktioner med en
enda variabel (1905), publicerade han 1908 En kurs i ren matematik, som
omarbetades manga ganger och oversattes till manga fraimmande sprak.

Figur 11.1: Hardy (1877-1947)

Vid den tiden hade aterupptickten av Mendels arbete vickt vissa
tvivel. Vissa biologer undrade varfér de dominerande karaktirerna inte blev
vanligare fran generation till generation. Reginald Punnett, som hade skrivit
en bok med titeln Mendelism 1905, stillde fragan till Hardy, som han
spelade cricket med i Cambridge. Hardy skrev sin 16sning i en artikel om
Mendelska proportioner i en blandad population, som publicerades 1908. For
att forenkla analysen forestillde han sig situationen med en stor population
dir valet av sexualpartner skulle vara slumpmadssigt. Dessutom begrinsade
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han sin uppmirksambhet till endast tva faktorer (eller alleler”) A och a, dir
A dr dominant och a recessiv. For generation n, 1at p, vara frekvensen av
“genotypen” AA, 2q, av Aa och r, av aa. Naturligtvis &r

Pnt2q,+r, =1

Hardy antog ocksa att ingen av dessa genotyper ledde till en 6verdodlighet
eller en minskad fertilitet jimfért med de tva andra genotyperna.
Frekvenserna i generation n 4 1 kan enkelt berdknas genom att notera att en
slumpmaissigt vald individ i generation n 6verfor allel A med en sannolikhet
Pn+ gy Antingen ar genotypen AA och allelen A 6verfors med sikerhet eller
sa dr genotypen Aa och allelen A 6verfors med 50 % chans. Pa samma sitt
overfors allelen @ med en sannolikhet pa g, + r,. Man kan dirfor konstruera
tabell 11.1 pa samma sitt som tabell 8.1.

Tabell 11.1: Berdkning av frekvensen av genotyperna i generation n + 1 frén
frekvensen av fordldrarnas alleler (raderna ar fér modern, kolumnerna for fadern).

Allel A a
Frekvens Pntqn gn+rn
A AA Aa
Pntgn (Pn+51n)2 (Pn+qn)(gn+1n)
a Aa aa
Gn+ 1y (Pn~+qn)(qn +1n) (‘In+rn)2

Frekvenserna av genotyperna AA, Aa och aa i generation n+ 1 &ar p,4 1,
2qu+1 respektive r,1 1. Hardy fann alltsa att

Pt = (Pn+an)’ (11.1)
2¢n41 :2(pn+Qn)(‘In+rn> (11.2)
Fut1 = (qn+7ra)* (11.3)

Han undersokte sedan under vilka forhallanden genotypens frekvens kunde
forbli konstant genom generationerna och vara lika med p, 2q och r. Eftersom
det per definition dr p +2g+r = 1 ser vi att ekvationerna (11.1)—(11.3) alla
ger samma villkor ¢> = pr.

Den forsta ekvationen ger till exempel p = (p+q)?> = p* +2pq + ¢,
vilket motsvarar p(1 — p —2¢) = ¢* och slutligen pr = ¢°.

Med utgangspunkt fran godtyckliga startvillkor (po,2qo,rp) med po +
2go + ro = 1, markte Hardy att

a1* = (po+qo0)*(qo+7r0)* = p1 1.
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Tillstandet (p1,2q1,r1) &r ddrfor redan en jamvikt. Sa (p,, 2¢y,, r,) forblir lika
med (p1,2q1,r1) for allan > 1. Om vi faststiller

X =po+qo

for frekvensen av allelen A i generation 0, sd dr 1 —x = go + ro frekvensen
av allelen a. Genom att anvinda systemet (11.1)—(11.3) dnnu en gang far vi
foljande resultat

Pn :x2’ 2q, = 2x(1 _x)v 'n = (1 _x)2

forallan > 1 (figur 11.2).

1
aa AA
Aa
Figur 11.2: Grafer for funktionerna xz,
2x(1—x) och (1 —x)? som motsvarar
jamviktsfrekvenserna for genotyperna 0 1

AA, Aa och aa.

Sammanfattningsvis leder ovanstaende hypoteser till den lag enligt
vilken frekvenserna av genotyperna AA, Aa och aa forblir oftrdndrade
genom generationerna. Mendels teori leder inte till en progressiv 6kning av
frekvensen av den dominerande karaktiren som man forst trodde.

Nagra ar senare skulle Fisher insistera pa en viktig foljd av denna lag:
I en forsta approximation (dvs. om man antar att modellens hypoteser &r
realistiska) har en population en konstant genetisk varians. Denna iakttagelse
l6ser ett av de problem som Darwins teori om evolution genom naturligt urval
har gett upphov till. Darwin trodde nidmligen, i likhet med sina samtidiga, att
barnens fysiologiska egenskaper vid varje generation var ett slags genomsnitt
av de tva forildrarnas egenskaper, dir varje fordlder bidrog med hilften.
Denna idé har senare grundligt studerats med hjilp av statistik av Francis
Galton och hans eftertradare vid biometrilaboratoriet, Karl Pearson. Om den
var sann skulle variansen i dessa egenskaper i en population delas med
tva i varje generation och det skulle snart finnas en sddan homogenitet att
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det naturliga urvalet, som antas forklara evolutionen, skulle vara omgjligt.
Det skulle dock krivas flera ar for att denna medelviardesmekanism skulle
forkastas, eftersom biometrikerna férsvarade Darwins standpunkt och var
ovilliga att erkdnna att Mendels lagar #r oundvikliga for att forsta evolutionen.

Efter detta arbete 1908 atervinde Hardy till den rena matematiken. I
sin sjilvbiografi En matematikers forsvarstal hivdar han till och med med
stolthet att han undvikit upptickter av praktisk nytta. Ar 1910 valdes han in i
Royal Society. Ar 1913 upptiickte han det indiska underbarnet Ramanujan
och bjod in honom att arbeta i Cambridge. Efter forsta virldskriget blev
han professor vid Oxfords universitet och fortsatte ett fruktbart samarbete
med sin landsman Littlewood. Mellan 1931 och 1942 var han aterigen
professor i Cambridge. Han publicerade manga bicker, ofta i samarbete:
Odndlighetens ordningsfolid (1910), Den allmdnna teorin om Dirichlets
serier med Marcel Riesz (1915), Ojdmlikheter med Littlewood och Pdlya
(1934), En introduktion till talteorin med E. M. Wright (1938), Ramanujan
(1940), Fourier-serier med Rogosinski (1944) och Divergenta serier (1949).
Han dog i Cambridge 1947.

Figur 11.3:
Weinberg (1862-1937)

Flera decennier senare upptickte man att Hardys lag for genfrekvenser
ocksa hade upptickts samma ar 1908 av den tyske likaren Wilhelm Weinberg.
Weinberg foddes i Stuttgart 1862. Efter att ha studerat i Tiibingen och
Miinchen fram till doktorsgraden i medicin hade han arbetat flera ar pa
sjukhus i Berlin, Wien och Frankfurt. Ar 1889 bosatte han sig i Stuttgart som
allménlédkare och forlossningslékare. Trots att han var mycket upptagen med
sitt arbete hade han funnit tid att skriva méanga artiklar i tyska vetenskapliga
tidskrifter. Ar 1901 undersdkte han statistiskt hur ofta tvillingar av samma
kon forekommer. Artikeln fran 1908, i vilken han férklarade samma lag



64

som Hardy hade funnit, hade publicerats i en lokal vetenskaplig tidskrift och
hade inte uppmirksammats. Men till skillnad fran Hardy hade han fortsatt
denna studie de foljande aren och upptickt till exempel generaliseringen till
fallet ddr det finns mer dn tva alleler. Han hade ocksa bidragit till omradet
medicinsk statistik. Weinberg dog 1937. Efter aterupptickten av hans artikel
fran 1908 kallade genetiker lagen om genotypfrekvensernas stabilitet for
”Hardy-Weinbergs lag”.

Numera anvinds denna lag ofta pa f6ljande sitt. Om en sillsynt recessiv
allel a inte har nagot inflytande pa 6verlevnad eller fertilitet och om vi kiinner
till frekvensen x> av genotypen aa eftersom aa ger en viss fenotyp, kan vi
berikna x och uppskatta frekvensen 2x(1 —x) & 2x av genotypen Aa. Om t. ex.
frekvensen av aa dr 1/20 000 far vi x ~ 1/140. Sa 2x ~ 1/70 &r frekvensen av
genotypen Aa. Den recessiva allelen a, som kan tyckas vara mycket sillsynt
om man tittar pa fenotyperna, ér i sjilva verket inte sa ovanlig.
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Kapitel 12

Ross och malaria (1911)

-

Ar 1911 studerade den brittiske likaren Ronald Ross, som redan
hade fatt Nobelpriset 1902 for sitt arbete om malaria, ett system av
differentialekvationer som modellerade spridningen av denna sjukdom.
Han visade att malaria kan bestd endast om antalet myggor ligger 6ver
en viss troskel. Dirfor dr det inte nodvindigt att doda alla myggor
for att utrota malaria — det rdcker att doda bara en viss del av dem.
Liknande epidemiologiska modeller utvecklades senare av Kermack och
\_ McKendrick.

%

Ronald Ross foddes 1857 i norra Indien, dédr hans far var officer i den
brittiska armén. Han studerade medicin i London men foéredrog att skriva
dikter och dramer. Efter att ha arbetat ett ar pa ett fartyg som kirurg lyckades
han komma in i den indiska ldkarkaren 1881. Hans medicinska arbete i Indien
gav honom gott om fritid, under vilken han skrev litterdra verk och lirde sig
sjilv lite matematik. Pa permission till England 1888 tog han en examen
i folkhilsa och studerade bakteriologi, en ny vetenskap som hade skapats
nagra ar tidigare av Pasteur och Koch. Tillbaka i Indien borjade Ross studera
malaria. Under sin andra permission 1894 triffade han i London Patrick
Manson, en specialist pa tropiska sjukdomar, som i mikroskop visade honom
vad den franske militdrldkaren Alphonse Laveran hade upptickt 1880: Blodet
hos malariapatienter innehéller parasiter. Manson foreslog att parasiterna
kunde komma fran myggor, eftersom han sjilv i Kina hade upptickt parasiten
som orsakade en annan tropisk sjukdom (filariasis) i dessa insekter. Han
trodde dock att ménniskor smittades av parasiten nir de drack vatten som
fororenats av myggorna. Fran 1895 till 1898 fortsatte Ross sin forskning i
Indien och testade Mansons idé. Ar 1897 upptickte han i magen pa en viss
myggart som han inte hade studerat tidigare (Anopheles) nagra parasiter som
liknade dem som Laveran observerat. Sedan hans éverordnade skickat honom
till Calcutta under en sisong da malariafallen var sillsynta, beslot han att
studera malaria hos burfaglar. Han hittade parasiten i anophelesmyggornas
spottkortlar och lyckades experimentellt smitta friska faglar genom att lata
myggorna bita dem: Detta bevisade att malaria 6verfors genom myggbett
och inte genom att man fir i sig fororenat vatten. Ar 1899 Limnade Ross
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den indiska lidkarkaren for att undervisa vid Liverpool School of Tropical
Medicine, som hade skapats ett ar tidigare. Han valdes in i Royal Society
1901 och fick 1902 Nobelpriset i fysiologi eller medicin for sitt arbete om
malaria. Han reste till Afrika, till Mauritius och i Medelhavsomradet for
att popularisera kampen mot myggor. Metoden var framgangsrik i Egypten
lings Suezkanalen, lings Panamakanalen som holl pa att byggas, pa Kuba
och i Malaysia. Den var mindre framgangsrik i vissa andra omraden. Ross
publicerade en Rapport om forebyggande av malaria pa Mauritius 1908 och
Prevention av malaria 1910.

Figur 12.1: Ross (1857-1932)

Trots att han bevisade vissa myggors roll i overforingen av malaria motte
Ross tveksamhet nér han hidvdade att malaria kunde utrotas genom att minska
antalet myggor. I den andra upplagan av sin bok om Prevention av malaria,
som publicerades 1911, forsokte han bygga upp matematiska modeller for
overforing av malaria for att stodja sitt pastdende. En av hans modeller
bestod av ett system med tva differentialekvationer. Lat oss inféra foljande
beteckningar:

* N: den totala ménskliga befolkningen i ett visst omrade;

* I(t): antalet minniskor som &r infekterade med malaria vid tidpunkt 7;
* n: den totala myggpopulationen (som antas vara konstant);

* i(¢): antalet myggor som smittas av malaria;

* b: myggornas bettfrekvens;
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» p (respektive p'): sannolikheten for Overféring av malaria frin
miénniska till mygga (respektive fran mygga till minniska) under ett
bett;

* a: Hur snabbt minniskor aterhdmtar sig fran malaria;

* m: dodlighet hos myggor.

Under ett litet tidsintervall d¢ biter varje infekterad mygga b dt ménniskor,

av vilka en andel som é&r lika med % dnnu inte dr infekterad. Med hinsyn till
overforingssannolikheten p’ finns det b p'i % dt nya infekterade ménniskor.
Under samma tidsintervall &r antalet mianniskor som tillfrisknar a/dt. Dérav

foljer att
dl N-1I
—=bpli—— —al.
dt PITN “
Pa samma siitt biter varje icke-infekterad mygga bdr ménniskor, bland vilka
en andel //N redan r infekterade. Med hinsyn till 6verforingssannolikheten
p finns det bp(n —i) %dl nya infekterade myggor. Om man antar att
infektionen inte paverkar dodligheten bland myggor &r antalet myggor som
dor midt. S& J
i 1
—=b —i)— —mi.
7 p(n—i) N M
Eftersom malaria existerar permanent i de flesta smittade linder, betraktade
Ross bara de stabila tillstanden i sitt system av tva ekvationer: Antalet
infekterade ménniskor 7(z) och antalet infekterade myggor i(z) forblir
konstanta under tiden (dI/dt = 0 och di/dt = 0). For det forsta finns det
alltid ett stabilt tillstind med / = 0 och i = 0, vilket motsvarar franvaro av
malaria. For det andra sokte Ross efter ett stabilt tillstind med / > 0 och i > 0
och fann att

_ l—amN/(b*pp'n) i 1 —amN/(b*pp'n)

=N aNpn) T Tim/Gp) (120

Om ekvationerna for det stabila tillstandet divideras med produkten 7 x i
blir problemet ett linjdrt system av tva ekvationer med tva okiinda 1/1
och 1/i,

bp' a_bp m bpn_bp

1 i N’ 1 Ni N’
Losningen dr latt att fa fram.
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Man kan notera att / > 0 och i > 0 om antalet myggor ligger dver ett
kritiskt troskelvirde:
amN
b2 p p/ .
I detta fall motsvarar det stabila tillstandet en situation dir sjukdomen &r
endemisk, dvs. stindigt ndrvarande. Ross drog slutsatsen att om antalet
myggor n minskas under den kritiska troskeln »n*, dr det enda éterstaende
stabila tillstandet I = 0 och i = 0, vilket innebir att malaria bor forsvinna.
Det ir alltsa inte nddvindigt att utrota alla myggor for att utrota malaria. Det
ar just detta som Ross ville betona med sin modell.
For att illustrera sin teori sokte Ross efter rimliga numeriska virden for
parametrarna i sin modell. Han antog att

n>n" =

¢ dodligheten hos myggor &r sadan att endast en tredjedel av dem lever
efter tio dagar, si e !9 = I och m = (log3)/10 per dag;

¢ hilften av minniskorna ir fortfarande smittade efter tre manader; sa
e 04 =1/2 och a = (log2)/90 per dag;

* en av atta myggor biter varje dag, si e” = 1—1/8 och b = log(8/7)
per dag.

¢ Infekterade myggor &r vanligtvis inte smittsamma under de forsta
tio dagarna efter smittan eftersom parasiterna maste genomga flera
omvandlingsstadier. Eftersom en tredjedel av myggorna kan 6verleva
tio dagar antog Ross att ungefir en tredjedel av alla infekterade myggor
dr smittsamma: p’ = 1/3;

e p=1/4.

Ross kunde sedan med formeln (12.1) berdkna den infekterade fraktionen
I/N i den minskliga befolkningen som en funktion av forhallandet n/N
mellan myggan och den minskliga befolkningen. Han visade sina resultat
ien tabell som motsvarar Fig. 12.2.

Kurvans form visar att andelen infekterade ménniskor dr hogre dn 50 %
redan om forhéllandet n/N ligger nagot dver det kritiska virdet n* /N. Men
denna andel fordndras inte mycket nir forhallandet n/N okar ytterligare.
Detta forklarar varfor korrelationen mellan antalet myggor och férekomsten
av malaria aldrig tidigare hade uppméarksammats. Ross noterade dock att
det numeriska virdet pa troskelvirdet n* /N var mycket kinsligt for sma
forandringar 1 bitfrekvensen b, men att detta inte dndrade den Gvergripande
formen pa kurvan i fig. 12.2. Hans kvalitativa forklaring dr viktigare &n
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I/N

1 4

0.5
Figur 12.2: Andelen I/N
av infekterade ménniskor
som en funktion av
forhallandet n/N mellan

myggan och den minskliga 0 n*/N n/N

populationen.

de kvantitativa resultaten, som lider av osédkerheten kring parametrarnas
numeriska virden.

For att tolka det kritiska troskelvirde n* som Ross! upptickte kan
man tidnka sig en infekterad ménniska som introduceras i en population
av minniskor och myggor som bada &r fria fran malaria. Denna ménniska
forblir i genomsnitt infekterad under en tidsperiod som ir lika med 1/a.
Han eller hon far bn/N bett per tidsenhet, sa i genomsnitt bn/(aN) bett
totalt under den tid han eller hon &r infekterad. Han eller hon infekterar
alltsd i genomsnitt bpn/(aN) myggor. Var och en av dessa infekterade
myggor lever i genomsnitt under en tidsperiod som ir lika med 1/m, biter
b/m minniskor och infekterar bp’/m ménniskor. Efter éverforingen fran
den forsta infekterade minniskan till myggorna och fran dessa myggor till
andra minniskor dr det genomsnittliga antalet nyss infekterade ménniskor
produkten av de tva foregaende resultaten, dvs.

b2 /
By =2 PP (12.2)

amN

Detta %, ar antalet sekundira fall hos ménniskor till f6ljd av ett primért fall
hos ménniskor. Infektionsprocessen, som sker kontinuerligt i tiden, kan alltsa
ocksa betraktas som en diskret process med successiva generationer. Malaria
kan “invadera” befolkningen endast om %, > 1. Detta villkor dr ekvivalent
med n > n*.

Sammanfattningsvis pldderade Ross mer allmidnt for matematisk
modellering inom epidemiologin:

'Denna tolkning betonades forst 1angt efter Ross arbete.
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”I sjdlva verket maste all epidemiologi, som handlar om
sjukdomars variation fran tid till annan eller fran plats till
plats, betraktas matematiskt, hur méanga variabler som #n
ir inblandade, om den Overhuvudtaget skall kunna betraktas
vetenskapligt. Att siga att en sjukdom beror pa vissa faktorer
ar inte mycket sagt, forrdn vi ocksa kan goéra en uppskattning
av hur mycket varje faktor paverkar hela resultatet. Och den
matematiska metoden &r egentligen inget annat 4n tillimpningen
av noggranna resonemang pa de aktuella problemen.”

Ross blev adlad 1911. Han flyttade till London och blev konsult for
den brittiska armén under forsta virldskriget. Ar 1923 publicerade han
sin sjidlvbiografi, Memoarer med en fullstindig redogorelse for det stora
malariaproblemet och dess lésning. Ar 1926 invigdes Ross Institute of
Tropical Disease (numera en del av London School of Hygiene and Tropical
Medicine), som han blev direktor for. Ross dog i London 1932.
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Kapitel 13

Lotka, Volterra och rovdjurs- och bytesdjurs-
systemet (1920-1926)

'
Ar 1920 studerade Alfred Lotka en rovdjurs- och bytesmodell och

visade att populationerna kunde befinna sig i stindig svidngning. Han
utvecklade denna studie i sin bok Element av fysikalisk biologi fran
1925. 1926 borjade den italienske matematikern Vito Volterra intressera
sig for samma modell for att besvara en fraga som stilldes av biologen
Umberto d’Ancona: Varfor fangade fiskarna i Adriatiska havet fler
rovfiskar under forsta virldskriget, nir fisketrycket var 1agt?

%

Ar 1920 publicerade Lotka en artikel med titeln Analytisk anmdrkning
om vissa rytmiska forhallanden i organiska system. Sedan nagra ar tillbaka
hade han intresserat sig for vissa kemiska reaktioner som uppvisade mirkliga
overgdende svingningar i laboratorieexperiment. Syftet med hans artikel
var att antyda att ett system bestidende av tva biologiska arter till och med
kunde svinga utan att svdngningarna avtar. Det exempel han tog upp var
en population av vixtitare. [ analogi med de ekvationer som anvéinds inom
kemisk kinetik, 14t x(¢) vara den totala massan av vixter och y(¢f) den
totala massan av herbivorer vid tiden ¢. Lotka anvédnde foljande system av
differentialekvationer som modell:

dx

E:ax—bxy, (13.1)
d
d% = —cy+duxy, (13.2)

ddr parametrarna a, b, ¢ och d alla dr positiva. Parametern a 4r vixternas
tillvéixttakt nir det inte finns nagra véxtitare, medan ¢ dr minskningstakten
for populationen av vixtitare nir det inte finns nagra vixter. Termerna
—bxy och dxy uttrycker att ju fler djur och véxter det finns, desto storre
ar massoverforingen fran vixter till djur (6verforingen innefattar en viss
massaforlust, sd d < b). Genom att sitta dx/dt = 0 och dy/dt = 0 mirkte
Lotka att det finns tva stabila tillstand:

e (x =0,y =0), populationen av viixtitare dr utdéd och det finns inga
fler vixter;
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* (x=c/d,y=a/b), vixtitare och vixter samexisterar.

Han skrev ocksa utan bevis att om (x(0),y(0)) inte &r ett av dessa tva stabila
tillstand vid tiden ¢ = 0, sa oscillerar funktionerna x(¢) och y(¢) periodiskt:
Det finns ett tal 7 > 0 som gor att x(¢ + T') = x(¢) och y(r +T) = y(¢) for
alla ¢ > 0 (figur 13.1)!. Om viixterna till exempel 4r mycket rikliga kommer
populationen av vixtitare att 6ka, vilket leder till en minskning av den totala
mingden vixter. Nédr denna massa inte réicker till for att foda vixtitarna dor
vissa djur av hunger och den totala massan av véxter borjar vixa igen tills
den nér en niva som motsvarar det ursprungliga virdet. Fenomenet upprepas
saledes.

X(t)
Figur 13.1:

Oscillationer 1 den
totala massan av vixter
x(f) och den totala
massan av vixtitare
¥(t) som en funktion 0 t
av tiden.

\/

Lotka studerade modellen lite mer ingdende i en andra artikel som
publicerades 1920 med titeln Oddmpade svingningar som hdrror fran
lagen om massverkan. Han forklarade varfor systemet kunde svinga pa ett
periodiskt sitt. Detta foljer av det faktum att punkten (x(z),y(¢)) maste halla
sig pa en sluten bana i planet med x pa den horisontella axeln och y pa den
vertikala axeln; ndrmare bestdmt i den kvadrant didr x > 0 och y > 0 (figur
13.2).

Genom att dividera ekvation (13.1) med ekvation (13.2) far vi efter en
liten omskrivning foljande resultat

(S g-(G-)a

IPerioden T beror pa de initiala forhallandena, men Lotka insdg detta forst 1925.
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Integrationen ger
dx(t) —clogx(t) = by(t) — alogy(t) +K,

dir K ér en konstant som endast beror pa det initiala tillstindet. Dérfor
ligger punkten (x(z),y(¢)) pd kurvan dx —c logx =by—alogy+K, som
rakar vara en sluten kurva (figur 13.2).

Figur 13.2:  Diagram
med vixternas totala
massa x(t) pa den
horisontella axeln
och vixtitarnas totala
massa y(¢) pa den
vertikala axeln. De tre
slutna kurvorna runt
det stabila tillstindet
motsvarar olika
begynnelsevillkor.

»-
X

Banan for (x(r),y(t)) loper kring det stationira tillstandet (c/d,a/b)
moturs, vilket man létt kan se genom att studera tecknet pa dx/dt och dy/dt.
Nira det stabila tillstindet uppvisar systemet sma svingningar med en period

som ir lika med 27 /\/ac.

Léatx = §+x"ochy = 7 +y*, dir [x*| < § och |[y"| < §. Da giller

dﬁ__b*(zﬂ*)w_@*
a Y \a SRR
dy* a ad
ar e \p Y b

Fran dessa tva ekvationer far vi foljande:

d2x* d2 *

* ~ *
dr? iz Y

~ —acx" och
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Dessa ekvationer dr desamma som for den enkla pendelns svingningar i
fysiken. Perioden ér 27 /+/ac.

Raymond Pearl, som hade skickat den forsta artikeln fran 1920 till
Proceedings of the National Academy of Sciences, hjilpte Lotka att fa ett
tvaarigt stipendium fran Johns Hopkins universitet for att skriva en bok med
titeln Element av fysikalisk biologi. Boken publicerades 1925. I avsnittet som
sammanfattar arbetet fran 1920 ndmns ocksa att system med tva arter, en
vird- och en parasitart eller en bytes- och en rovdjursart, kan beskrivas med
samma modell (13.1)—(13.2). Tyvérr vickte inte Lotkas bok nagon storre
uppmérksamhet nédr den publicerades. Den berdmda matematikern Volterra
aterupptickte dock oberoende av Lotka samma modell kort direfter nidr han
studerade ett fiskeproblem.

Vito Volterra foddes i det judiska gettot i Ancona 1860, strax fore
Italiens enande, nér staden fortfarande tillhorde Kyrkostaten. Han hade inga
syskon. Hans far, en tyghandlare, dog nir Vito var tvd ar gammal och
lamnade familjen utan pengar. Volterra var en god elev i gymnasiet och
lyckades trots fattigdomen fortsitta studera, forst vid universitetet i Florens
och senare vid Scuola Normale Superiore 1 Pisa. Ar 1882 doktorerade han
i fysik och aret didrpa blev han professor i mekanik vid universitetet i Pisa.
Han boérjade arbeta vid universitetet i Turin 1892 och flyttade 1900 till en
professur i matematisk fysik vid universitetet La Sapienza i Rom. Han blev
senator 1905. Manga av de foreldsningar han holl i Rom eller vid utlindska
universitet publicerades i bokform: Tre Ildrdomar om ndgra nya framsteg
inom matematisk fysik (Clark universitet, 1909), Lektioner om integral-
och integraldifferentialekvationer (Rom, 1910), Lektioner om linjefunktioner
(Paris, 1912), Teorin om permutabla funktioner (Princeton, 1912). Han
tjanstgjorde som officer i den italienska armén under forsta virldskriget och
ledde byran for krigsuppfinningar. Efter kriget deltog han aktivt i grundandet
av den italienska matematiska unionen (1922) och det italienska nationella
forskningsradet (1923) och blev den sistnimndes forsta ordforande. Han
blev ocksa ordférande for Internationella kommissionen for vetenskaplig
undersokning av Medelhavet (1923) och ordfrande for Accademia dei Lincei
(1924). En annan monografi, skriven i samarbete med J. Péres, Lektioner om
sammansdttning och permutabla funktioner, publicerades 1924.

Ar 1925, vid 65 éars alder, blev Volterra intresserad av en studie av
zoologen Umberto D’ Ancona, som senare skulle bli hans svirson, om andelen
broskfiskar (sdsom hajar och rockor) som fiskades upp under aren 1905-1923
i tre hamnar i Adriatiska havet: Trieste, Fiume? och Venedig. D’ Ancona hade

2Nu Rijeka i Kroatien.
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Figur 13.3:  Volterra (1860—
1940) tilldelas  doktorstitel
honoris causa vid universitetet i
Cambridge ar 1900.

noterat att andelen av dessa fiskar hade 6kat under forsta virldskriget, da
fisket hade minskat (tabell 13.1).

Tabell 13.1: Andelen upptagna broskfiskar i Trieste, Fiume och Venedig fore, under
och efter forsta virldskriget.

Ar 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

Trieste 5,7 8,8 9,5 15,7 14,6 7,6 16,2
Fiume - - - - 119 214 221
Venedig 21,8 - - - - - -

Ar 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923
Trieste 15,4 - 199 158 133 10,7 10,2
Fiume 21,2 364 273 160 159 148 10,7
Venedig - - 309 253 259 258 26,6

Eftersom broskfiskarna dr rovdjur verkade det som om ett minskat
fiske gynnade rovdjursarterna. Volterra, som inte kinde till Lotkas arbete,
forklarade denna observation med hjilp av samma modell,

dx dy

—=ax—b —=— d

o —ax—bxy, - =—cy+dxy,

dir x(¢) star for antalet bytesdjur och y(¢) for antalet rovdjur. Han noterade,
liksom Lotka, att detta system kan oscillera pa ett periodiskt séitt med en
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period T som beror pa utgangstillstandet (xg,yo). Han noterade ocksa att

d d

Elogx =a—by, Elogy =—c+dx.

Genom att integrera dver en period T (sd att x(0) = x(7") och y(0) = y(T))
fick han foljande resultat

1 /T a 1 /T c
[ ywar=4, = di =<
T/o yrydr =g, T/o xr)dr =5

Genomsnittet under en period av bade antalet bytesdjur och antalet rovdjur
ar alltsd oberoende av de ursprungliga forhallandena. Om fisket minskar,
okar dessutom tillviixten a for bytesdjur medan utrotningstakten c for rovdjur
minskar. Dérfor minskar genomsnittet fo6r x(z) medan genomsnittet for y(¢)
Okar: Andelen rovdjur okar. Detta &r precis vad som observerats i statistiken
fran fisket i Adriatiska havet.

Volterra publicerade sin artikel forst pa italienska 1926. En engelsk
sammanfattning publicerades ndgra manader senare i Nature. Lotka
informerade Volterra och andra vetenskapsmdn om att hans studie av
rovdjurs- och bytesdjurssystem publicerades fére Volterras, men hans artikel
fran 1920 och hans bok fran 1925 skulle inte alltid ndmnas. Lotka
arbetade da redan for ett forsdkringsbolag, sd hans arbete inriktades pa
minsklig demografi. Volterra fortsatte att arbeta med varianter av rovdjurs-
bytesystemet under ett decennium. Han holl en serie foreldsningar 1928-1929
vid det nybildade Institut Henri Poincaré i Paris. Anteckningarna till dessa
foreldsningar publicerades 1931 under titeln Lirdomar om den matematiska
teorin om kampen for livet. Ar 1935 publicerade Volterra i samarbete med
Umberto D’ Ancona ytterligare en bok om Biologiska samband ur matematisk
synvinkel.

Aven om rovdjurs- och bytesmodellen tycks forklara fiskedata korrekt,
hade debatten om huruvida forenklade modeller 4r realistiska inom ekologin
precis borjat och idr fortfarande foremal for vetenskapliga tvister. Numera dr
rovdjurs- och bytesmodellen dven kind som Lotka- och Volterra-modellen
och dr en av de mest anvinda inom ekologin.

Ar 1931 vigrade Volterra att ansluta sig till Mussolini. Han forlorade sin
professur vid universitetet i Rom och utesl6ts fran de italienska vetenskapliga
akademierna, dir han var en av de mest kinda medlemmarna. Fran och med
da holl han sig huvudsakligen utanfor Italien, reste runt i Europa och holl
foreldsningar. Han publicerade tillsammans med J. Péres den forsta delen
av en Allmdn teori om funktionaler (1936) och en bok tillsammans med B.
Hostinsky om Infinitesimala linjdra operationer (1938). Han dog i Rom 1940.
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Kapitel 14

Fisher och det naturliga urvalet (1922)

é 1922 publicerade den brittiske matematikbiologen Ronald Fisher en R

mycket inflytelserik artikel om populationsgenetik. I detta kapitel
behandlas endast ett avsnitt av artikeln, som fokuserar pa en variant av
Hardy-Weinberg-modellen som inkluderar naturligt urval. Fisher visade
att om heterozygoten gynnas kan bada allelerna samexistera. Om en
av de tva homozygoterna gynnas forsvinner den andra allelen. Det
underliggande problemet dr att forklara varfor vissa gener kan ha flera
\_ alleler. P,

Ronald Aylmer Fisher foddes i London 1890 som det sista av sex barn.
Hans far var auktionsforrittare, men gick senare i konkurs. Fisher studerade
matematik och fysik vid Gomville and Caius College vid universitetet i
Cambridge mellan 1909 och 1913. Genetiken utvecklades snabbt vid den
tiden. Fran och med 1911 deltog Fisher i métena i Eugenics Society som
initierades av Galton. Han borjade inrikta sig pa statistiska problem med
anknytning till Galtons och Mendels arbete. Efter att ha avslutat sina
universitetsstudier tillbringade han en sommar med att arbeta pa en gard i
Kanada och arbetade sedan for Mercantile and General Investment Company
i City av London. Pa grund av sin extrema nérsynthet kunde han inte delta
i forsta vérldskriget trots att han hade anmalt sig frivilligt. Han tillbringade
dessa ar med att undervisa i gymnasieskolor. Pa fritiden tog han hand om en
gérd och fortsatte sin forskning. Han fick viktiga nya resultat som kopplade
samman korrelationskoefficienter med mendelsk genetik. Ar 1919 borjade
han arbeta som statistiker vid Rothamsted Experimenteringsstation, som var
inriktad pa jordbruk.

1922 publicerade Fisher en artikel med titeln Om dominansforhallandet.
Bland flera andra viktiga nya idéer tog artikeln upp en matematisk modell
som kombinerade Mendels lagar och den idé om naturligt urval som Darwin
betonade i sin evolutionsteori. Fisher betraktade samma situation som Hardy
med tva alleler A och a och med hypotesen om slumpméssig parning. Men
han antog att individer med genotyperna AA, Aa och aa har olika dodlighet
innan de nar vuxen alder, vilket efterliknar det naturliga urvalet. Om man
satter p,, 2g, och r, for frekvensen av de tre genotyperna bland vuxna
individer i generation n, finns det (p, + ¢,)%, 2(Pn + gn)(qn + ) Tespektive
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Figur 14.1:
Fisher (1890-1962)

(qn + rn)? nyfodda barn i generation n + 1 som har dessa genotyper. Lat u, v
och w vara respektive 6verlevnadssannolikheter fran fodelse till vuxen alder.
Frekvenserna av genotyperna bland vuxna individer i generation n+ 1 ir da
Pnt1> 2Gny1 och 1,y q, med

u + 2
Pat1 = (Pnd 4n) (14.1)
n
et = V(pn+qr;1)(qn+rn) (14.2)
n
w(gn + 1, 2
Farl = %, (14.3)
n

dir vi for enkelhetens skull l1ater

dp = u(pn +qn)2 +2v(Pn 4 Gn) (Gn +1a) +w(gn + rn)z-

Om vi kommer ihag att p, + 2¢, +r, = 1 ser vi att ndr u = v = w (dvs. nir
det inte finns nagot naturligt urval) reduceras systemet (14.1)—(14.3) till det
system (11.1)—(11.3) som Hardy hade studerat.
Lat
Xn = Pn+qn

vara frekvensen av allelen A bland vuxna individer i generation n. Da ér g, +
r, = 1 —x, frekvensen av allelen a. Genom att addera (14.1) och (14.2) fér vi
foljande resultat:

ux,? +vx,(1—xp)
ux,? +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

Xn+1 =
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Denna ekvation kan skrivas om i foljande form:

(v=w)(1 —x,) 4+ (u—v)x,
ux,2 +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

Xnt1 —Xn =X (1 —xy) (14.4)

Det finns alltid minst tva stabila tillstdnd dér frekvensen x, forblir konstant
Over generationerna: x = 0 (populationen bestar helt av homozygota aa) och
x = 1 (populationen bestar helt av homozygota AA).

Med hjélp av ekvation (14.4) kan man visa att om den homozygota AA
har storre chans att dverleva dn de tva andra genotyperna (u > v och u > w),
kommer allelen a att forsvinna successivt ur populationen. Detta fall borde
inte vara sdrskilt vanligt i naturen om vi vet att bada allelerna samexisterar.
Om diremot den heterozygota Aa har en selektiv fordel jamfort med de
homozygota AA och aa (v > u och v > w) kan de tre genotyperna samexistera
i populationen. Detta dr det vanligaste fallet och kan forklara den “livlighet”
hos hybrider som uppmirksammats av jordbrukare.

Det stabila tillstandet x = 1 #r stabilt nidr u > v eftersom x, 1| — x,, ~
(1 —xp) (u—v)/u nir x, dr nira 1. Populationen gar mot detta stabila
tillstdnd. Det stabila tillstdndet x = 1 ir instabilt nir u < v, i vilket fall
det finns ett tredje stabilt tillstand

v—w

x*

2v—u—w

med 0 < x* < 1. Dessutom kan vi kontrollera att detta &r stabilt. Det
stabila tillstandet x* motsvarar en blandning av de tre genotyperna.

Genom att helt enkelt kombinera Mendels lagar och en hypotes om
naturligt urval (hdr olika 6verlevnadssannolikheter for de tre genotyperna)
kan vi forklara de tva situationerna med samexistens eller forsvinnande av
genotyper. Efter Fisher utvecklades denna modell dven av J. B. S. Haldane
(se kapitel 17) och av Sewall Wright (se kapitel 19).

I vintan pa kapitel 20, ldgg mirke till att om A &r helt dominant och den
homozygota aa dr missgynnad jamfort med de tva andra genotyperna, med
siffrorna u : v : w i forhallandet 1 : 1: 1 — &, sa blir ekvation (14.4)

ex, (1—x,)2

T ~ex, (1—x,)? (14.5)

Xn+1 —Xn

for € < 1. Om 6verlevnaden hos den heterozygota Aa ligger halvvigs mellan
den hos de tvd homozygota, sa ir siffrorna u : v: wi forhéllandet 1 : 1 —¢/2:
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1—¢€och
£ xn(1—xn)

Xppl —Xp = = R

=1 e _x) X (1 —xp) (14.6)

nir e < 1.

Pa Rothamsted analyserade Fisher langtidsdata om skordar och
meteorologi. Men han bidrog ocksa i hog grad till den statistiska metodiken.
Ar 1925 publicerade han en bok med titeln Statistiska metoder for forskare,
som blev mycket framgangsrik och trycktes om méanga ganger. Han blev
medlem av Royal Society 1929. Ar 1930 publicerade Fisher en bok om Den
genetiska teorin om naturligt urval, en milstolpe i populationsgenetikens
historia. Han blev professor i eugenik vid University College 1 London 1933
och eftertriidde Karl Pearson vid Galtonlaboratoriet. Ar 1943 flyttade han
till en professur i genetik vid universitetet i Cambridge, denna gang som
eftertridare till R. C. Punnett (se kapitel 11). Han publicerade ocksa flera
bocker: Forsoksplanering (1935), Teorin om inavel (1949) och Statistiska
metoder och vetenskaplig slutsats (1956). Han blev adlad 1952, bosatte sig
i Australien efter att ha gatt i pension 1959 och dog i Adelaide 1962. Vi
aterkommer till en annan del av hans arbete i kapitel 20.
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Kapitel 15

Yule och evolution (1924)

é 1924 studerade den brittiske statistikern Yule en utvecklingsmodell dir R

arter kan bilda nya arter genom sma mutationer och slidkten kan bilda nya
slakten genom stora mutationer. Hans syfte var att forklara fordelningen
av antalet arter inom slikten, dir de flesta slikten innehaller endast en
art och nagra fa slidkten innehaller ett stort antal arter. Den stokastiska
“fodelseprocess” som Yule inforde i sin modell dr fortfarande ett
grundlidggande verktyg vid studiet av fylogenetiska trid och pa manga
\_andra omraden. )

George Udny Yule foddes i Skottland 1871 och hans far hade en hog
position inom den brittiska administrationen i Indien. Vid 16 ars alder borjade
Yule studera vid University College i London for att bli ingenjor. Ar 1892
dndrade han inriktning och tillbringade ett ar med att forska i Bonn under
overinseende av fysikern Heinrich Hertz, som nagra ar tidigare hade visat att
elektromagnetiska vagor existerade. Nér Yule atervinde till England erbjod
Karl Pearson honom en tjénst som bitrddande professor i tillimpad matematik
vid University College. Yule borjade efter Pearson att inrikta sig pa statistik.
Ar 1911 publicerade han En introduktion till teorin om statistik, som trycktes
om 14 ganger. Aret ddrpa flyttade han till universitetet i Cambridge. Hans
forskningsarbete handlade om teoretiska aspekter av statistiken men ocksa
om tillampningar inom jordbruk och epidemiologi. Han blev ledamot av
Royal Society 1922.

1924 publicerade Yule en artikel med titeln En matematisk evolutionsteori
baserad pa Dr. J. C. Willis slutsatser. Willis var en kollega fran Royal
Society som 1922 hade publicerat en bok med titeln Alder och territorium,
en studie om geografisk spridning och arternas ursprung. Han hade studerat
fordelningen av arter mellan olika sldkten i klassificeringen av vixter och
djur. De uppgifter som han hade sammanstillt visade att de flesta slidkten
endast inneholl en art, att allt firre sldkten innehdll ett storre antal arter och
att det fortfarande fanns ett fatal slikten som innehdll ett stort antal arter.
Tabell 15.1 visar uppgifterna om ormar, 6dlor och tva familjer av skalbaggar
(Chrysomelidae och Cerambycinae).

De 1580 arter av 6dlor som var kénda vid den tiden hade klassificerats i
259 slidkten, 105 slikten som inneholl endast en art, 44 endast tva arter, 23
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Figur 15.1:
Yule (1871-1951)

Tabell 15.1: Uppgifter sammanstéllda av Willis.

Antal Antal sldkten
arter  Chrysomelidae ~ Cerambycinae  Ormar  Qdlor
1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5
10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
3140 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2

totalt 627 1024 293 259
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endast tre arter osv. och tva slikten som innehdll mer #n hundra arter. For
andra djur- och vixtfamiljer hade fordelningen av sldkten enligt antalet arter
de innehéller en mycket liknande form.

Yule foreslog att Willis skulle forsoka plotta sina data i ett diagram med
logaritmiska skalor. Detta gav ett sldende resultat (figur 15.2): Logaritmen
av antalet Q,, slikten som innehaller n arter minskar mer eller mindre linjért
med log(n). Med andra ord finns det konstanter & > 0 och 8 > 0 som gor att
Q, ~ an~B; fordelningen foljer en “potenslag”. I sin artikel frin 1924 sokte
Yule efter en matematisk modell fo6r evolutionen som kunde forklara en sadan
statistisk fordelning.

Figur 15.2: Antalet
slakten som en
funktion av antalet
arter som de inne-
haller, med decimal-
logaritmisk skala. Upp- 2 |
gifter for  Chryso-
melidae. For att jamna
ut fluktuationerna nér n 1]
(antalet arter) ar stort
riknades sldktena for
intervall av n-vidrden 0
enligt tabell 15.1. Det 10 7
genomsnittliga antalet

antal slakten

slakten for ett enda B antal arter
virde pa n kan sledes 10 7 ~ ',
vara mindre 4n 1. 10 10 10

For detta dndamal tinkte han sig forst en stokastisk modell for
kontinuerlig tid! for tillviixten av antalet arter inom ett slikte (figur 15.3a).
Han borjade med endast en art vid tiden r = 0 och antog att sannolikheten
for att en art genom mutation skulle ge upphov till en ny art av samma slikte
under ett "litet” tidsintervall dr (pa evolutionens tidsskala) var lika med rdt
med r > 0.

Lat p,(¢) vara sannolikheten for att det finns n arter vid tiden # (n &r ett
heltal men 7 &r ett reellt tal). For att beréikna p,(f +dt) har Yule dvervigt flera
fall:

* Om det finns n — 1 arter vid tiden ¢ har varje art en sannolikhet rdt att

"McKendrick (se kapitel 16) hade redan bérjat studera sidana modeller inom
populationsdynamik i en artikel som publicerades 1914.
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1 1
1 3
3 n=1
1 4
n=2
n=
2 n=4
t 0

Figur 15.3: (a) En simulering av utvecklingen av antalet arter inom ett slikte. Art 1
ger upphov till art 2 och 3. Art 3 ger upphov till art 4. (b) Sannolikheten p,(¢) att det
finns n arter av samma genus vid tiden ¢, for 1 <n < 4.

generera en ny art mellan ¢ och ¢ +dt; i gransen df — 0 kommer det att
finnas n arter vid tiden ¢ + dt med en sannolikhet (n — 1) rdr;

¢ Om det finns n arter vid tiden ¢ kommer det att finnas n + 1 arter vid
tiden 7 + dt med en sannolikhet pa nrdr.

Séledes ges p,(t) av foljande system av differentialekvationer

dp;

—_ = 15.1
7 rpi, (15.1)
d

65” =m—=1)rpy_1—nrpy (15.2)

for alla n > 2. Fran den forsta ekvationen far vi p; (r) = e "' eftersom p;(0) =
1. Det dr mojligt att visa att I6sningen till den andra ekvationen som uppfyller
begynnelsevillkoret p, (0) = 0 dr

pu(t)=e (1 —e ! (15.3)

for alla n > 2 (figur 15.3b). S& vid en fast tidpunkt 7 &r
sannolikhetsfordelningen (p,(#))n,>1 “geometrisk” med ett forhillande
mellan tva pé varandra fljande termer som ér lika med 1 —e™"".

Vi noterar forst att ekvation (15.2) ir ekvivalent med

d
— [pne" ] =(n—=1)rp,—1 """, (15.4)

dt
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fran vilken vi successivt kan berikna p;(t), p3(t)... Vi far py(r) =
e (1 —e "), sedan p3(t) = e " (1 —e"")?, vilket tyder pa formel
(15.3) for den allménna 16sningen. Man kan slutligen kontrollera att
denna formel 4r en 16sning av ekvation (15.4).

Yule drog ocksa slutsatsen fran formeln (15.3) att det férvintade antalet
arter okar exponentiellt med tiden: Y7 np, (1) = """

Vi noterar forst att for |x| < 1,

ey d & d 1 1
n—1_ n_ = _ )
n;lnx _dxzx dx(lx) (1—x)2

n=0

Direfter

oo oo
Z npn(t) — et Z n(l _efrt)nfl — ot
n=1 n=1

Om T idr den fordubblingstid som definieras av e” T — 2 &

sannolikhetsfordelningen (p,(7)),>1 av antalet arter vid tiden t+ = T
geometrisk med en kvot pa 1/2: 1/2, 1/4, 1/8, 1/16... Vid tiden r = kT &r
den geometrisk med forhallandet 1 — 1/2% och py (kT) = 1/2%.

Yule ansag sedan att det parallellt med Okningen av antalet arter som
tillhor samma slidkte skulle ske en liknande process pa grund av storre
mutationer som leder till skapandet av nya slikten. Lat s df vara sannolikheten
for att ett befintligt slidkte ska generera ett nytt slikte under ett litet
tidsintervall dr. Liksom tidigare, om man antar att det bara finns ett slikte
vid tiden ¢ = 0, dr det forvintade antalet slidkten vid tiden ¢ lika med €*'.
Det genomsnittliga antalet sldkten som skapas per tidsenhet vid tiden ¢ dr
derivatan se*’. T grinsen’ dir  — oo dr det genomsnittliga antalet slikten
som vid tiden ¢ har existerat mellan x och x -+ dx tidsenheter d se* ) dx.
Sannolikheten for att ett slumpmaéssigt valt slédkte vid tiden 7 ska ha funnits
mellan x och x + dx tidsenheter dr se™"* dx.

Om ett sldkte som viljs slumpmassigt vid tiden ¢ har existerat mellan x och
X + dx tidsenheter, ir sannolikheten att detta slidkte innehéller n arter, enligt
formel (15.3), lika med e~ (1 — e‘”‘)"‘1 for alla n > 1. Sannolikheten g,
for att ett slikte som slumpmissigt viljs vid tiden 7 ska innehélla n arter dr

2Yule tog ocksd hinsyn till det fall dir 7 inte kan antas vara sirskilt stor jamfort med
férdubblingstiden for ¢*’. Beriikningarna r lite mer komplicerade, men slutresultaten skiljer sig
inte ndmnvért fran varandra.
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alltsa foljande
400
Gn = / ngsxeer(l _efrx)nfl dx.
0

Lat u = r/s. En enkel berikning visar att ¢; = 1/(1 + u) och att

1 u 2u (n—1)u

= 15.5
14+u 14+2u 1+3u 1+nu ( )

qdn

for allan > 2.

Vi har faktiskt (1 —e )" 1 = (1 —e™)" 2 (1 —e7"¥). S&

Genom partiell integration far vi

r+s (n—=1)r/s

dn = 4n-1— mﬁln och ¢,=

Formeln (15.5) visar att sekvensen av sannolikheter (gy),>1 dr avtagande.
Maximalvirdet uppnas alltsa for n = 1: De flesta slidkten innehaller endast en
art. Detta dr precis vad uppgifterna hade visat. Dessutom &dr minskningen av
gn mot 0 nér n gér mot oiéndligheten relativt Iangsam eftersom g, /g,—1 — 1.
Detta kan forklara varfor vissa slidkten innehaller ett stort antal arter. Mer
exakt visade Yule att log g, minskar linjirt med log(n).

Introduktion av Eulers gammafunktion I'(z) = [, ¢~ e~ dt. Da giiller
In+1)=n'=nx(n—1)Xx---x2x I ndrnérettheltalochT'(z+1) =
zI'(z). Sa (15.5) tar formen

(n—1)! C(n)T(1+1)

Tu( DR D) T uTnr )

qn

Men Stirlings approximation ger logI'(n) =~ nlogn —n — %10gn +
konstant. P4 samma siitt 4 logl'(n + 1+ 1/u) ~ nlogn —n+ (1 +
%) logn + konstant. Till sist: logg, ~ —(1+ %) logn + konstant.

Ténk till exempel pa ddlor. Parametern u kan uppskattas utifran andelen
q1 = 1/(1 4 u) av de slikten som endast innehaller en art. Enligt tabell 15.1
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har vi g1 = 105/259 sa u =~ 1,467. Vi kan sedan berikna den teoretiska
sannolikheten ¢, och det forvintade antalet Q, slikten som innehéller n
arter genom att multiplicera g, med det totala antalet arter, vilket dr 259
(tabell 15.2). Yule noterade att 6verensstimmelsen mellan observationerna
och berikningarna ir relativt god® med tanke pa modellens enkelhet, som inte
tar hinsyn till till till exempel de katastrofer som arterna har korsat genom
miljontals ar av evolution.

Tabell 15.2: Jimforelse mellan data och teori nir det giller &dlor (1580 arter
klassificerade i 259 slikten).

Antal arter  Observat antal ~ Berdknat antal

per sliakte sldkten sldkten
1 105 105,0

2 44 39,2

3 23 21,3

4 14 13,6

5 12 9,6

6 7 7,2

7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 3,7

10 5 3,1
11-20 17 16,6
21-30 9 6,9
31-40 3 3,9
41-50 2 2,6
51-60 0 1,9
61-70 1 1,4
71-80 0 1,1
81-90 0 0,9
91-100 0 0,7
101- 2 10,1
totalt 259 259

Efter 1931 drog sig Yule successivt tillbaka fran universitetet i
Cambridge. Han borjade intressera sig for den statistiska fordelningen av
meningsldngden for att identifiera bokforfattare. Han tillimpade detta sdrskilt

3For antalet slikten som innehéller mer #n 100 arter fick Yule en bittre Sverensstimmelse dn
i tabell 15.2 genom att beakta att 7 inte var stor jimfort med fordubblingstiden e*.
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pa den bok som publicerades av John Graunt (se kapitel 2) men mojligen
inspirerad av William Petty. Ar 1944 publicerade han en bok om Statistisk
undersdkning av litterdrt ordforrad. Han dog 1951.

Numera anvinds Yules modell fortfarande for att analysera “fylogenetiska
trid” (arternas genealogiska trid). Dessa tridd, som liknar trdden i figur 15.3,
ar mer kinda tack vare de nya uppgifterna fran molekylidrbiologin. Men
tillampningarna av den stokastiska process som definieras av ekvationerna
(15.1)—(15.2) 4r inte begridnsade till evolutionsteorin. Denna process
iar en byggsten i manga modeller inom populationsdynamik, fran den
mikroskopiska nivan (for att modellera till exempel kolonier av bakterier)
till den makroskopiska nivan (fér att modellera borjan av en epidemi). Den
kallas “ren fodelseprocess” eller ”Yule-process”. En enkel variant inkluderar
en sannolikhet mdt att do under ett litet tidsintervall d¢: Den forvintade
populationsstorleken vid tiden ¢ for denna “fodelse- och dodsprocess” dr
da e"=™" Nir det giller sannolikhetsfordelningen (15.5) kallas den ibland
for Yule-fordelningen. Fordelningar med svansar som uppfyller potenslagar
har vickt stor uppméirksamhet inom olika vetenskapsomraden. Studiet av
epidemier i slumpmaissiga nétverk fordelade enligt en potenslag &r bara ett
exempel.
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Kapitel 16

McKendrick och Kermack om modellering av
epidemier (1926-1927)

( 1926 studerade McKendrick en stokastisk epidemimodell och fann en R
metod for att beriikna sannolikheten for att en epidemi ska na en viss
storlek. Han upptidckte ocksa den partiella differentialekvation som
styr aldersstrukturerade populationer. Ar 1927 studerade Kermack och
McKendrick en deterministisk epidemimodell och fick fram en ekvation
for den slutliga epidemins storleken, en modell som betonar en viss
troskel for befolkningstitheten. Stora epidemier kan uppsta 6ver men
inte under detta troskelvirde. Dessa arbeten anvinds fortfarande i stor
utstriackning i dagens epidemiologi.

%

Anderson Gray McKendrick foddes 1876 i Edinburgh som det sista av
fem barn. Han studerade medicin vid universitetet i Glasgow dér hans far var
professor i fysiologi. Ar 1900 anslot han sig till den indiska sjukvardstjinsten.
Innan han akte till Indien foljde han med Ronald Ross pa ett uppdrag att
bekdmpa malaria i Sierra Leone. Direfter tjanstgjorde han i armén i 18
manader i Sudan. Vid sin ankomst till Indien utsdgs han till likare i ett
fingelse i Bengalen dir han forsokte bekidmpa dysenteri. Ar 1905 borjade
han arbeta vid det nya Centrala institutet for medicinsk forskning i Kasauli
(i norra Indien). Han arbetade med rabies men studerade ocksa matematik.
Efter att ha smittats av en tropisk sjukdom atervinde han 1920 till Edinburgh
och blev chef for Royal College of Physicians Laboratory.

1926 publicerade McKendrick en artikel om Matematikens tillimpning pa
medicinska problem, som inneholl flera nya idéer. Han introducerade bland
annat en matematisk modell for epidemier med kontinuerlig tid som tog
hénsyn till den stokastiska aspekten av infektion och aterhdmtning.

Betrakta en population av storlek N med endast en infekterad person till
en borjan. Minniskor kan successivt ga igenom tre tillstand: det mottagliga
tillstandet S, det infekterade tillstandet I och det aterstéllda tillstandet R (figur
16.2)L.

IDaniel Bernoullis modell (se kapitel 4) inkluderade tillstanden S och R men inte /, eftersom
infektionens varaktighet var mycket kortare dn den forvéintade medellivslangden.
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Figur 16.1: McKendrick (1876-1943) och Kermack (1898-1970)

Figur 16.2: Mojliga tillstand: mottaglig (S), infekterad (I), aterstilld (R).

Lat p;,(r) vara sannolikheten for att befolkningen vid tidpunkten ¢
innehaller exakt i personer i tillstand 7 och r personer i tillstdnd R, dér i och
r dr heltal sa att 1 <i+r < N. I detta fall sigs befolkningen befinna sig i
tillstand (7,r). Antalet mottagliga personer dr s = N — i — r. Liksom i Ross
arbete om malaria (se kapitel 12) antog McKendrick att sannolikheten for
att en ny infektion skall intrdffa under ett litet tidsintervall dr ar lika med
asi dt (d.v.s. proportionell mot bade antalet mottagliga personer och antalet
infekterade personer). Sannolikheten for ett nytt tillfrisknande &r lika med
bi dt. Bade a och b &r positiva parametrar. For att berikna p; ,(t + dt) bor
man skilja mellan flera fall:

* populationen befinner sig i tillstand (i — 1,r) vid tiden ¢ och en ny
infektion forflyttar populationen till tillstind (i,r) mellan ¢ och 7 + dt;
sannolikheten for denna héndelse dras(i—1)dt meds=N—(i—1) —
r

* populationen befinner sig i tillstand (i, r) vid tiden ¢ och en ny infektion
forflyttar populationen till tillstdnd (i + 1,7) mellan ¢ och ¢ + dr;
sannolikheten for denna hindelse dr asidt med s =N —i—r;
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* populationen befinner sig i tillstand (i + 1,7 — 1) vid tiden ¢ och en
ny dterhimtning forflyttar populationen till tillstdnd (i,7) mellan 7 och
t + dt; sannolikheten for denna hiindelse ir b (i + 1) dt;

* populationen befinner sig i tillstind (i,r) vid tiden ¢ och en ny
aterhiamtning forflyttar populationen till tillstand (i — 1,7+ 1) mellan
t och t + dt; sannolikheten for denna hindelse dr bi dt.

Darfor fick McKendrick fram ekvationerna

d i,r . . . .
% =aN—i—r+1)(i—1)pic1,—a(N—i—r)ipi,
+b(i+1)piv1,-1—bipir (16.1)

for 1 <i+r < N. Den forsta termen pa hoger sida saknas nir i = 0, medan
den tredje termen saknas nir r = 0. De initiala villkoren &r p; »(0) = 0 for alla
(i,r) utom p o(0) = 1.

Med hjélp av denna modell lyckades McKendrick berdkna sannolikheten
for att epidemin ska sluta med att n personer har smittats, vilket dr grinsen
for po,(f) nidr t — +oo. Det finns faktiskt inget behov av att 16sa systemet
(16.1). Det ricker med att notera att sa ldnge det finns i infekterade
personer och r aterstillda personer ir sannolikheten for en ny infektion
under ett litet tidsintervall df a (N — i — r)idt och sannolikheten for ett nytt
iterstillande bi dt. Overgéngssannolikheterna (som de vanligen kallas i teorin
om Markovkedjor) fran tillstand (i,r) till tillstand (i 4 1,r) eller tillstand
(i—1,r+1) &r alltsa foljande

a(N—i—r)
=10 = N =P +b
b
Pliry+li-lrl) = - N—i—r)+b’

for allai > 1 (figur 16.3).

Lat g; , vara sannolikheten for att befolkningen gér igenom tillstand (i,r)
under epidemin. Eftersom i = 1 och r = 0 nédr ¢t = 0 har vi g¢; o = 1. De andra
tillstanden nas antingen efter en infektion eller efter en aterhdamtning:

Qi = qi-1r P(i-1.9) (i) T Dit10—1 P11 (i) -

Den forsta termen pa hoger sida saknas nidr i = O eller i = 1. Den andra
termen saknas nir = 0. Frdn denna formel kan vi forst beréikna (g;0)2<i<n»
sedan (g;1)o<i<n—1- sedan (g;2)o<i<n—2 osv. Sannolikheten for att epidemin
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[
5
4
3 —{>
Figur 16.3: Diagram som visar de 2 N
mojliga tillstanden i en population 1 Ay Ay Ay
med N =5 (i pa den horisontella
axeln, r pa den vertikala axeln) och 0 - - 1
de mojliga dvergangarna till foljd 0 1 2 3 4 5 |

av infektion (horisontella pilar)
eller aterhamtning (andra pilar).

slutligen kommer att infektera n ménniskor dr go . Ar 1926 var sadana
berdkningar ganska omstédndliga. Darfor begransade McKendrick sig till
exempel till exempel pa mycket sma populationer, till exempel en familj.
Med N =5 personer och b/a = 2 fick han fram tabell 16.1. De storsta
sannolikheterna motsvarar det fall da endast en person i familjen dr smittad
och det fall da hela familjen &r smittad.

Tabell 16.1: Sannolikheten for att en epidemi i en familj med fem personer smittar n
personer nir b/a = 2.

n 1 2 3 4 5
q0. 033 0,11 0,09 0,13 0,34

Samma artikel fran 1926 innehaller ocksd en ny formulering av
demografiska problem nir tiden betraktas som en kontinuerlig variabel. Lat
P(x,t)dx, dir dx &r “forsvinnande liten”, vara befolkningen med en &lder
mellan x och x + dx vid tiden ¢. Lat m(x) vara dodligheten vid alder x. D&

P(x+h,t+h) = P(x,t) —m(x) P(x,t)h

for ett forsvinnande litet h. Introducera de partiella derivatorerna av
funktionen P(x,?):

JdP . P(x+ht)—P(x,t) IP . P(x,t+h)—P(x,1)
—(x,1)=1 — .
dx (%,1) 70 h ’ 8t( 50 h
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Med hjilp av detta erhalls

oP opP
P(x+h,t+h) ~ P(x,t)+h Z(x,t) +h y(x,t) ,

McKendrick fick fram foljande partiella differentialekvation:

%(xﬁ) + %(x,t) +m(x)P(x,t) =0.
En sddan ekvation forekommer naturligt i befolkningsproblem som
struktureras av en kontinuerlig variabel, t. ex. alder i demografi (se kapitel
25) eller tid sedan infektion i epidemiologi.

1921 utsags William Ogilvy Kermack till chef for den kemiska
avdelningen vid Royal College of Physicians Laboratory i Edinburgh.
Kermack foddes 1898 i en liten stad i Skottland. Han studerade vid Aberdeen
universitet och borjade forska inom organisk kemi i ett industrilaboratorium i
Oxford. Trots att han blev helt blind efter en explosion i sitt laboratorium
i Edinburgh 1924 fortsatte han sitt kemiska arbete med hjdlp av kollegor
och studenter. Kermack borjade ocksd samarbeta med McKendrick om
matematisk modellering av epidemier. Med boérjan 1927 publicerade de
tillsammans en serie Bidrag till den matematiska teorin om epidemier dir de
studerade deterministiska epidemimodeller. Lat N vara befolkningsstorleken
med N tillrdckligt stor. Anta som i 1926 ars artikel att minniskor kan vara
antingen mottagliga, smittade eller aterstillda. Om sjukdomen dr dodlig ar
det tredje tillstandet i sjdlva verket doden. Lat S(¢), I(¢) och R(t) vara antalet
minniskor i vart och ett av de tre tillstanden. Modellen #r (i forenklad form)
ett system av tre differentialekvationer:

ds
— = —aSI 16.2
7 aSl, (16.2)
dI
— =aSI-bl 16.3
7= ) (16.3)
dR
= —pl. 16.4
dt ( )

Antalet nya infektioner per tidsenhet dr darfor, precis som i 1926 ars
stokastiska modell, proportionellt mot bade antalet mottagliga personer och
antalet infekterade personer. I borjan av epidemin, vid tiden t = 0, 4r ett
visst antal personer smittade: S(0) = N — Iy, I(0) = I och R(0) = 0, med
antagandet 0 < Ip < N.

Aven om systemet (16.2)—(16.4) inte har nigon sluten 16sning kan flera
av dess egenskaper bevisas:
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* den totala befolkningen S(r) +1(¢) + R(r) forblir konstant och lika med
N;
* S(t), I(r) och R(¢) forblir icke-negativa (vilket de bér vara eftersom det

r0r sig om populationer);

* Nir t — +oo minskar S(z) till grinsvirdet S > 0, I(¢) gar mot 0 och
R(t) okar till grinsvirdet R < N;

* Dessutom giller formeln

Sw _a

-1
8500) " b

(N—S..), (16.5)

som implicit ger S och dirmed ocksa den slutliga epidemins storlek,
Rew =N — Se.

Vi ser forst att 4 (S+1+R) = 0. S& S(t) +1(t) +R(t) = S(0) +1(0) +
R(0) = N. Ekvationerna (16.2) och (16.3) kan skrivas om som
d

" [S(t) eafél(r)dr} -0,

i btfaf’S(T)dT} _

” [I (t)e 0 =0.

Det foljer pa ena sidan att S(z) = S(0) e=61(MdT 5 (0 och pa den
andra sidan att I(r) = 1(0)e*05(947=b1 > (_ Ekvationerna (16.2) och
(16.4) visar sedan att funktionen S(¢) dr avtagande och att funktionen
R(t) dr okande (sérskilt R(z) > 0). Eftersom S(t) > 0 och R(t) < N
har funktionerna S(¢) och R(¢) gréinser nir t — +oo. Eftersom I(r) =
N —S(t) — R(r) antar ocksa I(r) ett gransvirde nir t — oo, som bara
kan vara noll, vilket framgar av integreringen (16.4). Ekvation (16.2)
visar ocksa att

d
—E[logS] =al.

Genom att integrera mellan # = 0 och ¢ = +co finner vi

logS(0) —logSe. = a/ I(t)dt.
0

Ekvation (16.3) kan skrivas om till




96

Genom att integrera mellan # = 0 och = +oo far vi
—+o0
~1(0) = S(0) — Se— b / 1(t)dt.
0

Genom att kombinera de tva resultaten far vi formeln (16.5) som visar
att S > 0.

Nir det ursprungliga antalet infekterade personer I dr litet jamfort med
befolkningsstorleken N, vilket ofta &r fallet i borjan av en epidemi i en stad,
kan formeln (16.5) skrivas om med hjilp av S.o = N — R., som

R.. R
—1 1—-— | = %y— 16.6
og( N ) 0 (16.6)
ddr, per definition,
aN

Ekvation (16.6) har en positiv 16sning endast om %, > 1. Kermack och
McKendrick drar darfor foljande slutsats: Epidemin infekterar en icke
forsumbar del av befolkningen endast om % > 1. Det finns ett troskelvirde
for befolkningstitheten N* = b/a under vilket epidemier inte kan uppsta.

Nir populationsstorleken N ligger strax dver detta troskelvirde (N = N* +
€) uppstar en epidemi med liten amplitud. Det foljer av (16.6) att R, ~ 2 €.
Sa S ~N*—¢€:

Genom att anviinda approximationen —log(1 —x) ~x+ % blir ekvation
(16.6)
2
R 1 (R R
—+- = % — .
N T2 ( N ) N

Sa
€

Precis som i Ross malariamodell (kapitel 12) har villkoret % > 1 en enkel
tolkning. Eftersom aN é&r det antal personer som en smittad person smittar
per tidsenhet i borjan av epidemin och eftersom 1/b #r den genomsnittliga
smittoperioden, dr Zy = aN /b det genomsnittliga antalet sekundira fall pa
grund av en smittad person i borjan av epidemin.

For dodliga sjukdomar #dr R(r) det kumulativa antalet dodsfall sedan
epidemins borjan och dR/dr ér antalet dodsfall per tidsenhet. Kermack och
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McKendrick noterade att grafen foér funktionen dR/dt i deras matematiska
modell har den klockform som man forvintar sig av en epidemikurva (figur

16.4).

1 0001
dodsfall per vecka

8001

6001

Figur 16.4: Kurvan dR/dt 4007
som en funktion av tiden

och uppgifterna om antalet 2007
dodsfall per vecka under

en pestepidemi i Bombay 0
1905-1906.

veckor
0 5 10 15 20 25 30

For att fa fram dR/dt dividerade de (16.2) med (16.4) for att fa

ds _
drR

gs.
Sa .
S(t) = S(0) exp (—BR(I)) .

Genom att ersitta detta i ekvation (16.4) och anvéinda
S()+1I(t)+R(t)=N

fick de ekvationen

dR a
—:b[N—R—So (—fR)}, 16.7
” (0) exp(— (16.7)
som fortfarande inte kan 16sas explicit. Men om  R(¢) forblir liten under
hela epidemin, ger approximationen exp(—u) ~ 1 — u + u?/2 foljande
resultat

dR _ 2

a a o)
b [N—R—S(OH—S(O)Z?R—S(O)WR} : (16.8)
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Detta ir en sa kallad Riccati-ekvation med tva konstanta 16sningar, en
positiv R4 och en negativ R_, som ges av rotterna till andra ordningens
polynom i R pa hoger sida av (16.8). L&t R(¢) vara den exakta 16sningen
av (16.8) och sitt Q(t) = R(t) — R. Da uppfyller Q(¢) en Bernoulli-
differentialekvation som liknar dem som Daniel Bernoulli och Verhulst
stotte pa (se (4.5) och (6.1)). Man kan alltsa direkt anpassa formel (6.2)
for att fa Q(r). En enkel men omsténdlig berikning visar att dQ/dt dr av

formen
o

cosh?(Br—7)’
dir a, B och 7y dr konstanter som beror pa ett komplicerat sitt
p& modellens parametrar. Eftersom dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt kunde
Kermack och McKendrick vilja (a,f,y) for att anpassa sina data.
Naturligtvis kan moderna datorer och programvaror enkelt losa
differentialekvationen (16.7) numeriskt utan att gd igenom dessa
approximationer.

Den kurva foér dR/dt som man fick fram pé detta sitt passade vil till
uppgifterna om antalet dodsfall per vecka under pestepidemin i Bombay
mellan december 1905 och juli 1906 (figur 16.4).

Kermack och McKendrick har ocksa betraktat en mer allmidn modell
ddr smittsamheten a(x) beror pad tiden x sedan infektionen och dir
aterhdmtningsgraden b(x) ocksa beror pé x. Ekvationen som ger den slutliga
epidemiska storleken (nir det ursprungliga antalet smittade fall dr litet) dr
fortfarande (16.6) men med

oo X
Ry=N / a(x)e PO gy (16.9)
0

Parametern % har samma tolkning som i det foregdende fallet: Det ir det
genomsnittliga antalet sekundira fall till f6ljd av en smittad person i borjan
av epidemin. Ligg mirke till likheten mellan (16.9) och Lotsas formel (10.2)
for Z, inom demografin: Alder ersiitts med tid sedan infektionen, 6verlevnad
med sannolikheten e~ /020 att fortfarande vara smittad, fertilitet med
kontaktfrekvensen N a(x).

Kermack och McKendrick utvecklade flera andra matematiska modeller
for epidemier under 1930-talet. Dessa &r fortfarande byggstenar for de flesta
av de mer komplexa modeller som anvinds i dag inom epidemiologin.
Parametern % — vars definition generaliserades av Diekmann, Heesterbeek
och Metz 1990 — spelar fortfarande en central roll i modellens analys.

McKendrick gick i pension 1941 och dog 1943. Mellan 1930 och 1933
skrev Kermack nagra artiklar om matematisk fysik tillsammans med William
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McCrea och Edmund Whittaker, bada fran matematiska avdelningen vid
Edinburghs universitet. Under 1930- och 1940-talen forsokte Kermacks
kemistgrupp syntetisera nya molekyler med antimalariakraft, men med
begrinsad framgang. Ar 1938 var Kermack tillsammans med Philip Eggleton
medforfattare till en populdr bok om elementir biokemi, Det som vi dr
gjorda av. Han valdes till ledamot av Royal Society 1944 och blev 1949
professor i biokemi vid Aberdeens universitet. Han var senare dekan for den
vetenskapliga fakulteten. Han gick i pension 1968 och dog 1970.
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Kapitel 17

Haldane och mutationer (1927)

(I en annan del av sin artikel fran 1922 tog Fisher upp problemet\
med en mutantgen som kan Gverforas till ett slumpmaéssigt antal
avkommor med en given sannolikhetsfordelning. Problemet var formellt
sett detsamma som problemet med utdoende sliktnamn, men i ett
genetiskt sammanhang. Fisher visade att om sannolikhetsférdelningen
var en Poissonfordelning och om den muterade genen inte hade nagon
selektiv fordel, sa kunde den muterade genen forsvinna ur populationen
mycket langsamt. Ar 1927 bedrev den brittiske biologen Haldane
ytterligare forskning av denna modell och visade att sannolikheten for
att en muterad, fordelaktig gen skulle fortleva var dubbelt s& stor som
dess selektiva fordel. Han gav ocksd en mer rigords behandling av

L utrotningsproblemet.

%

John Burdon Sanderson Haldane foddes 1892 1 Oxford, dir hans far var
professor i fysiologi vid universitetet. Haldane studerade vid Eton College och
efter 1911 vid New College vid Oxfords universitet. Efter att ha fokuserat pa
matematik under sitt forsta ar vinde han sig till humaniora. Studierna avbrots
av forsta varldskriget, under vilket han tjdnstgjorde i Frankrike och Irak. Efter
att ha blivit sirad skickades han som militirinstruktdr till Indien. Ar 1915
publicerade han en forsta artikel dédr han diskuterade genetiska experiment
pa moss som han hade paborjat fore kriget. Ar 1919 blev han stipendiat
vid New College, undervisade i fysiologi och studerade, precis som sin far,
andning. Ar 1923 anslot han sig till F. G. Hopkins' biokemiska laboratorium
vid Cambridge, dér han fokuserade pa enzymernas kinetik. Han publicerade
ocksa en science fiction-roman, Daedalus och Icarus eller Vetenskapen och
Sframtiden (1923), och en essd med titeln Callinicus, ett forsvar av kemisk
krigforing (1925). Mellan 1924 och 1934 skrev han en serie pa tio artiklar
med titeln En matematisk teori om naturligt och artificiellt urval.

I den femte artikeln i serien, som publicerades 1927, tog Haldane upp
en annan genetisk modell som Fisher hade studerat 1922, en modell som
fokuserade pa mutationer. Fisher hade studerat sannolikheten for att en

!Frederick Gowland Hopkins, som fick Nobelpriset i fysiologi eller medicin 1929 for sitt
arbete om vitaminer.
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Figur 17.1:
Haldane (1892-1964)

mutantgen ska invadera en population eller forsvinna. Detta problem é&r
formellt sett detsamma som Bienaymé, Galton och Watsons problem om
utdoende sliktnamn. Fisher hinvisade dock inte till dessa arbeten, dven
om han kan ha lidst Galtons och Watsons artikel som aterges i bilagan till
Galtons bok Naturlig drftlighet fran 1889. Liksom i kapitel 9 kallar vi py
sannolikheten for att en gen Gverfors till £ avkommor i forsta generationen
(k > 0). Fisher har ocksa beaktat den genererande funktionen

fX)=po+pix+prx®+-+px4-,

forutom att han inte faststillde ndgon 6vre grins for k; summan kan innehélla
ett odndligt antal termer. Han insdg att om man utgar fran en individ med den
muterade genen i generation 0, dr sannolikheten for att denna gen finns i k
individer koefficienten for x* i f1 (x) = f(x) for generation 1,1 f>(x) = f(f(x))
for generation 2, i f3(x) = f(f(f(x))) for generation 3 osv. Pa detta sitt blir
det tydligt att foljande ekvation giller.

Ja(x) = f(fa1(x)) 7.1

Denna ekvation #r mycket mer praktisk #n den ekvation f,(x) =
fa—1(f(x)) som Watson har tagit fram. I synnerhet f6ljer det av (17.1)
att utdoendesannolikheten inom n generationer x, = f,(0) uppfyller
iterationsformeln x,, = f(x,_1), vilket Bienaymé redan hade noterat.

Som exempel tog Fisher en vixt med en mutantgen som kan producera
N fron, dir varje fro har en sannolikhet g att verleva och producera en ny
planta. Sannolikheten p; for att fa k avkommor med den muterade genen ar

binomial: N
P = (k)q"(l —q)V*
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for alla 0 < k < N och p; =0 for k > N. Den genererande funktionen &r da
f(x) = (1—g+qgx)N. Lat Zy = N g vara det genomsnittliga antalet fron som
overlever for att producera en ny planta. Nir N ér stort och g ér litet, sé dr

flx) = <1+%(x—1))N eHolr=1) %Z %ox .

Sannolikhetsfordelningen (py) gir mot e %0 (%) /k!, vilket kallas en
Poisson-fordelning. Fisher berdknade sedan sannolikheten for utdéende inom
n generationer med hjilp av xg = 0, x, ~ e 0(a-1-1) och de numeriska
virdena N = 80 och g = 1/80. I detta fall i&r Zy = Ng = 1. En omstiindlig
berékning visar att xj09 =~ 0,98: En mutantgen utan selektiv fordel (%Zy = 1)
forsvinner mycket 1langsamt. Det finns fortfarande en chans pa 2 % att genen
finns kvar i populationen efter 100 generationer. Ar 1922 drev Fisher inte
vidare studiet av denna modell.

Som en fortsdttning pa Fishers arbete noterade Haldane forst i sin
artikel fran 1927 att ekvationen x = f(x) for varje sannolikhetsfordelning
(pr) med po > 0 har exakt tva rotter i intervallet (0,1] ndr medelvirdet
av antalet avkommor som bir pa den muterade genen %, édr strikt storre
dn 1, dvs. nidr den muterade genen har en selektiv fordel. Dessutom dr
utrotningssannolikheten x., som dr grinsen for x, da n — oo, den minsta
av de tva rotterna till x = f(x); genen har en sannolikhet som inte dr noll
att etablera sig i populationen. Till skillnad fran Bienaymé och Cournot gav
Haldane ett bevis for denna slutsats.

Faktum ér att f7(x) > 0 och f”(x) > 0 pa intervallet [0, 1]. Med andra ord
dr funktionen f(x) viixande och konvex. Antagandena f(0) = po > 0 och
f'(1) =% = p1+2p2+3p3+--- > 1 innebiir att ekvationen f(x) = x
har exakt tva 16sningar i intervallet (0, 1]: x =1 och x* sd att 0 < x* < 1.
Haldane hinvisade sedan till en artikel av Gabriel Koenigs fran 1883,
som visade att om x, = f(x,—1) och x; — Xe, 88 dr X = f(Xw) OCh
|f'(xe)| < 1. Néir f'(1) > 1 ér den enda méjligheten att x., = x*.

I fallet med en Poissonfordelning med f(x) = ¢”00~1) och %, som bara

dar nagot storre dn 1 dr utddendesannolikheten x.. mycket néra 1. Ekvationen
f(xe) = xo0 dir d& ekvivalent med

Ro(xoo— 1) = 10850 ~ (oo — 1) —

Av detta foljer att
1 —Xeo = 2(%0 — 1)
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Haldane drog slutsatsen att sannolikheten for att den muterade genen inte
ska do ut dr dubbelt sa stor som dess selektiva fordel %y — 1. Utan att citera
Haldane tog Fisher i sin bok fran 1930 som exempel ett fall dir Z, = 1,01,
vilket ger en chans pa 2 % att den muterade genen inte dor ut.

Haldane blev medlem av Royal Society 1932. Han ldmnade Cambridge
for att bli professor i genetik och senare i biometri vid University College
i London. Han var da sirskilt intresserad av humangenetik: uppskattning av
mutationsfrekvenser, genetiska kartor over kromosomer osv. Forutom sina
vetenskapliga bocker (Djurbiologi 1927 tillsammans med Julian Huxley,
Enzymer 1930 och Orsakerna till evolutionen 1932, Genetikens biokemi
1954) publicerade han ett stort antal vetenskapliga artiklar i pressen (t.ex, om
livets ursprung) och nagra esséer (1932: Ojamlikhet mellan Minniskan, 1935:
En biologs filosofi, 1938: Den marxistiska filosofin och vetenskaperna, 1938:
Vardighet och politik och 1947: Vetenskapens framsteg). Efter flera besok i
Spanien under inbordeskriget forsokte han overtyga sitt eget land att bygga
skyddsrum mot flygbombningar. Under andra virldskriget arbetade han med
andningsproblem i ubatar. Han var medlem av kommunistpartiet sedan 1942,
men avgick 1950 pa grund av det officiella forkastandet av mendelsk genetik
i Sovjetunionen pa grund av Lysenkos inflytande. Ar 1957 bosatte han sig
i Indien dér han fortsatte sin forskning, forst vid Indian Statistical Institute
i Calcutta och senare i Bhubaneswar. Efter att ha blivit indisk medborgare
avled han 1964.

Ytterligare léisning

1. Clark, R.: J.B.S., The Life and Work of J.B.S. Haldane. London (1968)

2. Haldane, J.B.S.: A mathematical theory of natural and artificial selection,
Part V, Selection and mutation. Proc. Camb. Philos. Soc. 23, 838-844 (1927)

3. Haldane, J.B.S.: The Causes of Evolution. Longmans (1932) archive.org

4. Pirie, N.W.: John Burdon Sanderson Haldane 1892-1964. Biog. Mem. Fellows
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Kapitel 18

Erlang och Steffensen om utdoendeproblemet
(1929-1933)

Ar 1929 tog den danske telefoningenjoren Erlang aterigen upp
problemet med att sliktnamn kan upphora att existera. Hans landsman,
statistikern Steffensen, utarbetade en fullstindig 16sning pa problemet.
Han visade sérskilt att det forvintade antalet individer i varje generation
vixer exponentiellt, och skapade pa sa sitt en brygga mellan stokastiska
och deterministiska populationsmodeller.

Agner Krarup Erlang féddes 1878 i Lgnborg, Danmark. Hans far var
skolmistare. Mellan 1896 och 1901 studerade den unge Erlang matematik,
fysik och kemi vid Kopenhamns universitet. Direfter undervisade han
under flera ar i gymnasieskolor samtidigt som han behdll sitt intresse for
matematik, sirskilt sannolikhetsteori. Han trdffade Jensen, chefsingen;jor
vid Kdpenhamns telefonbolag och amatormatematiker, som 1908 dvertalade
honom att ga med i bolagets nya forskningslaboratorium. Erlang borjade
publicera artiklar om sannolikhetsteorins tillimpningar pa hanteringen av
telefonsamtal, och ar 1917 upptickte han en formel for vintetider, som
snabbt anvindes av telefonbolag 6ver hela virlden. Hans artiklar, som forst
publicerades pa danska, Gversattes sedan till flera andra sprak.

1929 borjade Erlang intressera sig for samma problem angéende utdoende
som Bienaymé, Galton och Watson hade studerat fore honom nér det gillde
sldktnamn, och som Fisher och Haldane hade studerat nir det géllde muterade
gener. Liksom sina foregangare kinde han inte till alla arbeten som hade
publicerats, och genom att aterigen lata p; beteckna sannolikheten for en
individ att fa k barn, noterade han att sannolikheten x, for utdoende inom
n generationer r

Xy = Po+P1Xn—1+p2(a_1)*+-- = f(Xn_1)

med x¢o = 0. Han noterade ocksa att den totala utdoendesannolikheten X..,
vilken dr griansvérdet for x, dd n — oo, dr en 16sning av ekvationen x. =
f(x=). Han insdg att x = 1 alltid var en 16sning och att en annan 13sning fanns
mellan 0 och 1 nir det genomsnittliga antalet barn %y = f(1) &r storre 4n 1.
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Figur 18.1: Erlang (1878-1929) och Steffensen (1873-1961)

Men det verkar som om han inte kunde riikna ut vilken av dessa tva 16sningar
som var den ritta. Liksom Galton ldmnade han in problemet till en tidskrift, i
detta fall ar 1929 till den danska Matematisk Tidsskrift:

”Fraga 15. Nar sannolikheten for att en individ far k barn ér py,
dir po + p1 + p2 + -+ = 1, beridkna sannolikheten for att hans
familj dor ut.”

Tyvirr dog Erlang samma ar vid 51 érs alder. Han dog barnlos'.

En professor i forsdkringsmatematik vid Kopenhamns universitet, Johan
Frederik Steffensen, tog upp Erlangs fraga. Han publicerade 1930 sin 16sning
i samma danska tidskrift: Sannolikheten for utddende x., ér alltid den minsta
roten till ekvationen x = f(x) i det slutna intervallet [0, 1], vilket Bienaymé
och Haldane redan hade noterat. Steffensens bevis #r det som aterfinns i
moderna larobocker.

Vi sdg att utdéendesannolikheten x., &r en 16sning av x = f(x) i det slutna
intervallet [0, 1]. L&t x* vara den minsta siddana losningen. Per definition
ir x* < x... Steffensen noterade forst att

*

x'=f(x) 2 po=x1.

I'Till hans minne beslutade den internationella radgivande telefonkommittén 1946 att anvinda
“erlang” som namn pa en enhet for att mita intensitet i telefontrafik. Erlang dr ocksa namnet pa
ett programmeringssprak fran foretaget Ericsson.
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Anta genom induktion att x* > x,,. Da ir

X' = f(x") = f(xn) = Xnt1

eftersom funktionen f(x) #r 6kande. S& x* > x, for alla n, och det giller
dven for griansvirdet att x* > x.. Alltsd ir xo = x*.

Steffensen gav ocksd en mer formell forklaring till varfor x = 1 &r den
enda roten till x = f(x) ndr det férvéntade antalet barn %y = f’(1) dr mindre
an eller lika med 1 (figur 18.2a) och varfor det bara finns en annan rot &n
x =1 nidr Zy > 1 (figur 18.2b). Observera att Zy = f'(1) dr lutningen for
funktionen f(x) vid x = 1.

Han noterade att for varje rot i x = f(x),

oo oo
l—x=1—f(x)=1-po— Y px* =Y pe(1—x").
=1 =1

Om vi antar att x # 1 och dividerar med 1 — x, far vi
1=pi+p(1+x)+ps(l+x+x>)+--. (18.1)

Nir x okar fran 0 till 1 okar den hogra sidan av ekvation (18.1) fran
1—po till Zy = f'(1). Om %y < 1 har ekvation (18.1) ingen 16sning. Om
o > 1 och om vi utesluter det triviala fallet dir p; = 1, sa #r hogersidan
av ekvation (18.1) en strikt vidxande funktion av x. Annars skulle det
inte finnas nagot k > 2 sa att p; # 0 och %, skulle vara lika med p; <
1. Sammanfattningsvis har (18.1) en och endast en 16sning i intervallet
[0,1] ndr Zy > 1.

Steffensen, som ocksa var ordforande for det danska forsakringsséllskapet
och det danska matematiska sdllskapet, blev inbjuden till University of
London 1930. Hans brittiska kollega W. P. Elderton berittade for honom om
Galtons och Watsons arbete. Ar 1933 publicerade Steffensen en ny artikel i
Annales de I’Institut Henri Poincaré, diar han hade hallit en konferens 1931.
Han sammanfattade resultaten fran sin artikel pa danska och jimférde dem
med Watsons resultat. Han visade ocksa att vintevirdet av antalet individer i
generation 7 ir lika med (%y)".
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v
v

Figur 18.2: Graf for funktionerna y = x och y = f(x) i exemplet i kapitel 17, f(x) =
%=1 ' med Ho = 0,75 < 1 (vinster) eller Zy = 1,5 > 1 (hoger).

Lat py, vara sannolikheten att det finns k individer i generation n, med
utgangspunkt fran en individ i generation 0. I sin artikel fran 1930
hade Steffensen liksom sina foregangare noterat att den genererande
funktionen

+oo
Ja(x) = Z Pk.n x*
k=0
for generation n uppfyller fi(x) = f(x) och
Ja(x) = f(fa-1(x)). (18.2)

Lét M,, vara det forvintade antalet individer i generation n. Da &r

~+oo
M, = Z kpk,n = fri(l) :
k=1
Genom att derivera formeln (18.2) far vi
Ja@) = (fu1(x)) X fro1 (%)
Sa

My, = fr(1) = f' (fu1 (1)) X fo_1 (1) = f/(1) X My—1 = Ro X My_1.
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Eftersom
My = fi(1) = f'(1) = %o
foljer att M, = (%,)" for alla n.

Det forvintade antalet individer okar eller minskar geometriskt beroende
pa om Z, ir storre eller mindre dn 1. Det férvintade antalet avkommor beter
sig som i de deterministiska modellerna for befolkningstillvixt som Euler,
Malthus m. fl. studerade. Aven nir %, > 1 finns det dock en sannolikhet som
inte 4r noll x., att familjen kommer att d6 ut. Denna mojlighet forekommer
inte i deterministiska modeller.

Den stokastiska process som Steffensen och hans féregangare studerade
ar fortfarande den grundliggande bestandsdelen i manga mer realistiska
modeller f6r populationsdynamik. Vi kommer att nimna detta problem en
sista gang i kapitel 20. Vad giller Steffensen forblev han professor vid
K6penhamns universitet fram till 1943, och han dog 1961.

Ytterligare ldsning
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Kapitel 19

Wright och slumpmaissig genetisk drift (1931)

( 1931 utvecklade den amerikanske biologen Sewall Wright studiet av en R

stokastisk modell inom populationsgenetiken, som bygger pa samma
antaganden som Hardy-Weinberg-lagen, férutom att populationen inte
antas vara oindligt stor. Genotypernas frekvenser dr inte ldngre
konstanta. En av de tva allelerna kommer faktiskt att forsvinna, men
kanske efter mycket lang tid. Tolkningen av denna modell forblev ett
foremal for tvist mellan Wright och Fisher, dér den senare bedomde att
det naturliga urvalet spelar en viktigare roll i evolutionen &n slumpen.

%

Sewall Wright foddes i Massachusetts 1889. Han studerade pa ett litet
college i [llinois dér hans far undervisade i ekonomi. Efter en masterexamen
i biologi fran universitetet i Illinois i Urbana och en sommarskola vid Cold
Spring Harbor Laboratorium bedrev Wright forskarstudier om arftligheten
av pilsfarg hos marsvin vid Harvard. Mellan 1915 och 1925 fortsatte han
att arbeta med inavelsforsok med marsvin vid djurhushéllningsavdelningen
vid Forenta staternas jordbruksdepartement i Washington. Han utvecklade
”metoden med stigkoefficienter” for att analysera dessa experiment. Darefter
borjade han arbeta pa zoologiska institutionen vid universitetet i Chicago.

Figur 19.1: Wright (1889-1988)

Influerad av Fishers artikel om populationsgenetik fran 1922 (se kapitel
14) skrev Wright 1925 en lang artikel med titeln Utveckling i mendelska
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populationer, som slutligen publicerades 1931. Han studerade sérskilt en
matematisk modell som ocksa forekom implicit i Fishers bok fran 1930 om
Den genetiska teorin om naturligt urval. Liksom i Hardy-Weinberg-lagen tar
denna modell hinsyn till det fall dér det bara finns tva mojliga alleler A och
a for ett locus, men populationen antas inte vara oindligt stor. Podngen ir att
se om borttagandet av detta antagande har nagot inflytande pa populationens
genetiska sammansittning. Lat alltsa N vara det totala antalet individer, som
antas vara detsamma i alla generationer. Varje individ har tva alleler. Det
finns alltsa totalt 2N alleler i populationen i varje generation. I modellen
antas ocksa att parningen sker slumpmaissigt. Om det finns i alleler A och
2N — i alleler a i generation n, kommer en allel som viljs slumpmissigt
bland individer i generation n+ 1 att vara A med sannolikhet ﬁ och a med
sannolikhet 1 — ﬁ Antalet alleler A i generation n+ 1 kommer dérfor att vara

lika med j med en sannolikhet pa'

N\ /i )/ i \*N
e CE 0

dar (2;\/ ) ar binomialkoefficienten som ir lika med

(2N)!
JI2N =)

Lat X, vara antalet alleler A i generation n; det dr en slumpméssig variabel
(figur 19.2).

2N

Figur 19.2: Tva
simuleringar som visar
variationerna i antalet
X, alleler A under
30 generationer om 0 10 20 30
N =20 och Xy = 10.

'Malécot (1944) ir ansvarig for denna formulering, som anviinder Markovkedjor.
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Man kan visa att vintevirdet av X, | ndr man vet att X,, = i dr lika med i:
Detta paminner om Hardy-Weinbergs lag, dér frekvensen av allelen A forblev
konstant genom generationer.

Betrakta den genererande funktionen

Vintevirdet av X,,1 med vetskap om att X, =i dr da

2N
Y ipij=r(1)=i (19.2)
j=0

Det dr dock mojligt i denna modell att hindelsen X,, = O intréffar av en
slump efter ett visst antal generationer, om man utgar fran ett starttillstand
Xo =i med 0 <i < 2N. I ett sadant fall skulle alla alleler vara av
typen a och X, skulle forbli lika med O i alla framtida generationer.
Samma fixering skulle ske med allelen A om X, = 2N efter ett visst antal
generationer. Sammanfattningsvis kan man séga att nidr populationen antas
vara odndligt stor som i Hardy-Weinberg-modellen kan de tva allelerna inte
forsvinna eftersom deras frekvenser forblir konstanta. Niar man tar hidnsyn
till populationernas @ndliga storlek, som i Fisher-Wright-modellen, fluktuerar
frekvenserna for de tva allelerna och en av allelerna kan (och kommer att)
forsvinna.

Med utgangspunkt i Xy = i kan man enkelt berikna sannolikheten Q;
for att populationen ir fixerad i tillstandet X = 0. Q; maste faktiskt uppfylla
“randvillkoren”

Qo=1, QOww=0. (19.3)

Dessutom dr

2N
0i=Y ri0, (19.4)
Jj=0

eftersom p; ; Q; &r sannolikheten for att vara fixerad i tillstandet X = 0 med
utgangspunkt fran X, = i och genomgang av X; = j. Eftersom

N
Z pij=1
=0
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ser vi med hjdlp av (19.2) att

i
Qi=1"2y
ar 1osningen pa systemet (19.3)—(19.4). Dirfor dr sannolikheten for att
systemet, med utgangspunkt fran i alleler av typ A i en population av storlek
N, utvecklas mot en population som endast innehaller allelen « lika med
1-— ﬁ Pa samma sitt dr sannolikheten att det utvecklas mot en population
som endast innehéller allelen A lika med ﬁ
Wright lyckades visa att antalet generationer fran start till fixering i ett av
de tva extrema tillstanden &r i storleksordningen 2N generationer (figur 19.3).
For populationer med flera miljoner individer skulle denna tid vara séa lang
att allelernas frekvenser skulle kunna betraktas som nistan konstanta, som i
Hardy-Weinberg-lagen.

Anta att det finns i alleler av typ A i populationen i generation 0. Lat

ugn) vara sannolikheten for att det finns i alleler av typ A i populationen
i generation n. Da giller

2N

MYH-]) _ Zu,(n) i
i=0

for alla j =0,...,2N. Vi har redan sett att

n iO n iO n

(n)

nér n — oo for alla 0 < i < 2N. Wright noterade att om u; * = v for alla

i=1,...2N—1,s4

ON—1 / = \J P\ 2N—j
(n+1) (2N i A
u; —v(j) l; (21\/) (1 2N) (19.5)

foralla 1 < j < 2N, eftersom po j = pay,j = 0. Nér N dr tillrdckligt stort
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giller

1 2N1< i )1( i \ N/ 1 IN—i
— — 1—) z/ X (1—=x)"""dx
2N I; 2N 2N 0

_JteN =)

QN+ 1! (19.6)

dér virdet av integralen erhélls genom att successivt tillimpa partiell
integration. Genom att kombinera (19.5) och (19.6) erhaller vi slutligen

S 2N ] L,
j 2N +1 N+ 1)

for alla 0 < j < 2N. Sannolikheterna ug-”) for alla 0 < j < 2N minskar
alltsd med en hastighet av ungefir 1/2N per generation. Denna hastighet
ar mycket langsam om N ir stor. Det sker néstan ingen minskning om
till exempel N ér i storleksordningen miljoner.

t t
0.1
Figur 19.3: Sannolikheten
att det finns i alleler A i
populationen (i =0,...,2N '
pd den horisontella axeln) A R AYIN,
efter 30 generationer om 0 N 2N

N =20 och Xy = 10.

Fisher hade redan 1922 forsokt uppskatta denna fixeringsgrad (1/2N)
men hade missat en faktor 2. I vilket fall som helst var de tva forskarna
oense om den typiska storleken N pa avelspopulationer. For evolutionsteorin
foreslog Wrights arbete att slumpmaéssig genetisk drift i en liten population
kunde vara en mekanism for arternas uppkomst. Biologer som arbetade med
klassificering av arter hade faktiskt noterat att skillnader mellan arter eller
underarter ofta inte hade nagon uppenbar forklaring i form av naturligt urval.
Denna idé bekdmpades starkt under 1940- och 1950-talen av Fisher och
hans kollega E. B. Ford som bada ansag att slumpmissig genetisk drift
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var forsumbar jimfort med det naturliga urvalet. De hinvisade sarskilt till
sin studie av fluktuationer i genfrekvenser i en liten isolerad population av
nattfjédrilar (Panaxia dominula) nira Oxford, ddr de tre genotyperna for en
viss gen (vanlig homozygot, heterozygot och sillsynt homozygot) kunde
sdrskiljas genom synen. En annan berdmd kontrovers om det naturliga
urvalets respektive den slumpmissiga driftens inflytande géllde sniglar av
slidktet Cepaea. 1 mer realistiska modeller for evolutionen kombineras nu
slumpmissig drift, urval, mutation, migration, icke slumpmissig parning
osv. Den japanska forskaren Motoo Kimura betonade senare aterigen den
slumpmissiga driftens roll med sin “’neutrala teori om molekylér evolution”.
En annan vidareutveckling var teorin om koalescens (introducerad av John
Kingman 1982), som sparar genernas hirstamning bakat i tiden till den punkt
dir de har en enda gemensam forfader.

Wright blev medlem av National Academy of Sciences 1934. Han
arbetade under manga ar tillsammans med Theodosius Dobzhansky med
genetiken hos naturliga populationer av flugor (Drosophila pseudoobscura)
i Death Valley-regionen. Han gick i pension fran universitetet i Chicago
1955 men fortsatte ytterligare fem ar som professor vid universitetet i
Wisconsin-Madison. Mellan 1968 och 1978 publicerade han en avhandling
i fyra volymer som sammanfattar hans arbete om Evolution och genetik av
populationer. Han fick Balzanpriset 1984 och dog 1988 vid 98 ars alder.
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Kapitel 20

Spridning av gener (1937)

4 1937 studerade Ronald Fisher och tre ryska matematiker, Kolmogorov, h
Petrovskij och Piskunov, oberoende av varandra en partiell
differentialekvation for den geografiska spridningen av en fordelaktig
gen. De visade att genfrekvensen uppforde sig som en vag som rorde sig
med en vildefinierad hastighet beroende pa genens selektiva fordel och
en spridningskoefficient. Deras arbeten var utgangspunkten for teorin
om reaktionsspridningsekvationer.

%

1937 publicerades tva artiklar dir man introducerade en ny metod for
att studera rumslig variation inom populationsdynamik. Fisher var forfattare
till den forsta artikeln, med titeln Fordelaktiga geners vagutbredning, som
publicerades i Annals of Eugenics. Han studerade den rumsliga spridningen
av en fordelaktig gen i en population. Som en forenkling betraktade han en
domin som reducerades till endast en dimension och 1t u(x,) beteckna den
andel av populationen som befinner sig i punkten x vid tiden ¢ och som har
den gynnsamma genen. Det medfor att 0 < u(x,r) < 1. For att inkludera
det naturliga urvalet anvidnde han ekvation (14.6) med en kontinuerlig
tidsvariabel,

du

or
dér a dr en positiv parameter. For ett givet virde pa x kiinner vi igen detta som
Verhulsts logistiska ekvation (se kapitel 6) med en 16sning u(x,#) som gar mot
1 ndr t — +oo. Vidare antog Fisher att avkomman till en individ som befinner
sig i punkten x med den gynnsamma genen inte stannar kvar i samma punkt
utan sprids slumpmassigt i niarheten av x. I analogi med fysiken hidvdade han
att man maste ldgga till en spridningsterm till ekvationen for u(x,7), vilket
leder till den partiella differentialekvationen

au(l—u),

du %u

Nir selektionskoefficienten a dr noll reduceras detta till den diffusions-
ekvation som introducerades av Fourier i hans virmeteori och som senare
anvidndes av Fick for spridning av fysiska partiklar. Ar 1904 hade Ronald
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Ross borjat beakta slumpmaéssig spridning inom populationsdynamiken.
Han undrade da hur titheten av myggor minskar nidr avstandet fran
en fortplantningsplats oOkar. Problemet hade uppmirksammats av Karl
Pearson och Lord Rayleigh. Ar 1937 hade den vetenskapliga litteraturen
om spridningsekvationer vuxit avsevirt, sirskilt efter Einsteins arbete om
Brownsk rorelse.

Fisher visade att det finns 16sningar till ekvationen (20.1) pa formen

u(x,t) =U(x+vt)
som uppfyller tre villkor:
< <
0<u(xr) <1, u(x,t)x_t)mo, u(x,t)xjml,

forutsatt att v > v* dér

v =2VaD.

Dessa l9sningar forbinder det stabila tillstandet u = 1 didr den gynnsamma
genen dominerar med det stabila tillstindet u = 0 dér genen helt saknas
i populationen. Losningarna representerar vagor som sprider sig med
hastigheten v i riktning mot minskande virden pa x. Faktum &r att u(x —
vT,t+T) = u(x,t): Alltsd den del av vagen som befann sig i positionen x
vid tiden ¢ flyttar sig till positionen x —vT vid tiden 7+ T.

-

Tutt.x

Figur 20.1: Spridning
fran hoger till vinster
av en gynnsam gen
med farten v*. Gen-
frekvensen u(t,x)
vid t = 0 &r en steg-
funktion.




Kapitel 20 117

Med z = x + vt noterade Fisher att om u(x,t) = U(z) sa dr % =vU'(z),

% =U'(z) och ‘3—1’2‘ = U"(z). Om u ér en 16sning av ekvation (20.1), s&
giller att

vU'(z) =aU(z) (1-U(2))+DU"(z) . (20.2)

Nér u dr néra 0, dvs. nidr z — —oo, forviintade sig Fisher att U(z) — 0
och U’(z) — 0. Om vi kallar k for grinsvirdet av U’(z) /U (z) ndr z —
—oo, vet vi fran L"Hopitals regel att U” (z) /U’ (z) ocksa gar mot k. Dérfor

gar
U"(2)/U(2) = [U"(2)/U"(2)] x [U"(z) /U (2)]

mot k%. Genom att dividera ekvation (20.2) med U (z) och lita z gar mot
—oo far vi en andragradsekvation

DK —vk+a=0.

Men k maste vara ett reellt tal. Diskriminanten i denna ekvation maste
alltsa vara icke-negativ: v> —4aD > 0, eller v > 2v/aD = v*. Dirfor
ar v > v* ett nodvindigt villkor for existensen av en vag som fortplantar
sig med hastigheten v. Det dr ocksa ett tillrdckligt villkor, vilket forklaras
nedan.

Fisher noterade att endast den vag som utbreder sig exakt med hastigheten
v* villjs for en stor klass av startvillkor, t. ex. for stegfunktionen: u(x,0) =0
for x < 0, u(x,0) = 1 for x > 0. Figur 20.1 visar hur detta diskontinuerliga
initialtillstand successivt blir en jamn vag som fortplantar sig i riktning mot
minskande x med hastigheten v*.

Samma ar 1937, och oberoende av Fishers arbete, studerade Andrej
Nikolaevich Kolmogorov, Ivan Georgievich Petrovskij och Nikolaj
Seménovich Piskunov samma problem med spridning av en fordelaktig gen.

Kolmogorov foddes 1903 i Tambov i Ryssland. Under sina matematik-
studier vid Moskvas statliga universitet utforde han viktiga arbeten inom
trigonometriska serier. Han blev forskare vid Institutet for matematik och
mekanik 1929 och universitetsprofessor 1931. Han arbetade med stokastiska
processer och deras koppling till differential- och partiella differential-
ekvationer. Ar 1933 publicerade han en avhandling som lade de moderna
grunderna for sannolikhetsteorin. Hans forskningsintressen omfattade
topologi, approximationsteori, Markovkedjor, Brownsk rorelse och idven
tillimpningar pa biologiska problem. Ar 1935 publicerade han en artikel om
genetik dédr han diskuterade Hardys, Fishers och Wrights resultat. Ar 1936
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publicerade han en artikel om en generalisering av Lotka-Volterra-systemet.

Figur 20.2: Kolmogorov (1903—-1987) och Petrovskij (1901-1973)

Petrovskij foddes 1901 i Sevsk. Han studerade ocksa matematik vid
Moskvas statliga universitet, ddr han blev professor 1933. Han arbetade
frimst med teori for partiella differentialekvationer och topologi for reella
algebraiska kurvor, men skrev ockséa nagra artiklar om ordinira differential-
ekvationer och om sannolikhetsteori. Piskunov, som var fodd 1908, var en
annan tidigare matematikstudent vid Moskvas statliga universitet.

Under 1930-talet hade Kolmogorov kontakt med A. S. Serebrovskij, en
pionjidr inom populationsgenetik i Moskva. Det blev da allt farligare att
forsvara den mendelska genetiken i Sovjetunionen pa grund av Lysenkos
dominans. Han var en agronom som hade lyckats dvertyga Stalin om att
den mendelska genetiken bara var “borgerlig pseudovetenskap”. Den sjunde
internationella genetikkongressen, som ursprungligen var planerad till 1937 i
Moskva, stilldes in. Manga sovjetiska genetiker avrittades eller skickades till
arbetsléger.

I sin artikel fran 1937 med titeln En studie av diffusionsekvationen
ndr mdngden dmne Okar och dess tillimpning pa ett biologiskt problem,
som publicerades i Moskvas statsuniversitets bulletin, anvinde Kolmogorov,
Petrovskij och Piskunov dnda en matematisk modell som byggde pa mendelsk
genetik. Deras modell var en partiell differentialekvation av formen

du 2%u
= = D-——
5~ WD
dir u(x,r) aterigen ir frekvensen av den gynnsamma genen vid punkt x och
tidpunkt ¢. Funktionen f(u) antas uppfylla ett antal villkor: f(0) = f(1) =0,

(20.3)



Kapitel 20 119

f(u)>00m0<u<1,f(0)>0o0ch f(u) < f/(0) om0 < u < 1. Forfattarna
visade ett resultat som dr analogt med Fishers resultat men med ett mer
rigordst bevis: Om initialtillstdndet dr sddant att 0 < u(x,0) < 1, u(x,0) =0
for alla x < x; och u(x,0) = 1 for alla x > x, > x1, sé fortplantar sig genen
med hastigheten v* =2,/ 7(0) D.

Att soka efter en 16sning u(x,7) = U(z) didr z = x + vt leder till en
uppenbar generalisering av ekvation (20.2), ndmligen

vU'(z) = f(U(2) + DU"(2).

Denna differentialekvation av andra ordningen kan skrivas om till ett
system av differentialekvationer av forsta ordningen

au dp vp—f(U)

dz 7 ar D

Kom ihag att U(z) bor vara sadan att U(z) — 0 da z — —oo, och

U(z) — 1 da z — +oo. I niirheten av det stabila tillstandet (U =0, p = 0)

for systemet (20.4) har vi f(U) =~ f'(0)U. Det innebir att (20.4) kan
approximeras med det linjdra systemet

(20.4)

au dp _vp-f(0O)U

-~ 20.
e P D (20:5)

Om man letar efter exponentiella 16sningar av formen U (z) = Uy ek och
p(z) = po ek far man den karakteristiska ekvationen Dk*> — vk + f(0) =
0, som 1 Fishers artikel. Aterigen maste k vara reell (annars skulle u
oscillera och anta negativa virden). Saledes har vi att

v =24/ f(0)D=v".

De tva rotterna for k dr da reella och positiva. Om v > v* dr de tva
rotterna olika och det stabila tillstandet (U = 0,p = 0) &r en instabil
nod. Om v = v* &r de tva rotterna identiska och (U = 0,p = 0) &r en
instabil degenererad nod enligt fig. 20.3. P4 samma sitt leder systemet
(20.4) nira det stabila tillstdndet (U = 1, p = 0) till det linjéra systemet

dU-1) _ dp_vp—f(1)U-1)

dz P dz D
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och till den karakteristiska ekvationen Dk> — vk + f/(1) = 0.
Diskriminanten 4r v? —4Df'(1) > 0 eftersom f’(1) < 0. Om f'(1) < 0
finns det tva reella rotter med motsatt tecken och (U = 1,p = 0) dr en
sadelpunkt. Om f”(1) = 0 4r den ena roten noll och den andra positiv (se
fig. 20.3). En detaljerad analys visar att det for alla v > 21/ f7(0)D finns
en unik integralkurva som forenar de tva stabila tillstdnden (U = 0,p =
0) och (U = 1,p =0), som i specialfallet i fig. 20.3.

Kolmogorov, Petrovskij och Piskunov fortsatte med att visa att den
partiella differentialekvationen (20.3) har en unik 16sning u(x,#) som
uppfyller initialavillkoret, att denna 1sning #r sadan att 0 < u(x,#) < 1
for allax och ¢ > 0, att u(x, ) forblir en 6kande funktion av x om den dr
det vid = 0 och slutligen att u(x,¢) konvergerar mot en vagprofil som
fortplantar sig med hastigheten v*. Bevisen &r for langa for att kunna

sammanfattas har.

Observera att den funktion f(u) = au(l —u) som Fisher anvinder
uppfyller alla dessa villkor med f’(0) = a. Inspirerade av ekvation (14.5),
anvinde Kolmogorov, Petrovskij och Piskunov funktionen f(u) = au(1 —
u)?, som uppfyller samma villkor och ger samma utbredningshastighet.

Figur 20.3:  Diagram
(U,p) som  visar
nagra av  systemets
integralkurvor  (20.5)
och sirskilt den unika
kurvan som forbinder
(U=1,p =0) med
(U =0,p=0), vilken
ar den som ger formen
pa den  utbredda
vagen. Hir  giller
Flw) = au(l — w?,
a=1, D =1 och
v=v*=2.

ERERER

Artiklarna av Fisher och Kolmogorov, Petrovskij och Piskunov var
utgangspunkten for konstruktionen av méanga matematiska modeller med
geografisk spridning inom genetik, ekologi och epidemiologi. Dessa modeller
iar kidnda som reaktions-diffusionssystem”.

Kolmogorov studerade fran och med 1938 dven problemet med utrotning
av sldktnamn som Bienaymé, Galton, Watson, Fisher, Haldane, Erlang
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och Steffensen tog upp: Han kallade den stokastiska process som é&r
gemensam for alla dessa arbeten for “forgreningsprocessen”. Ar 1939 blev
han medlem av Sovjetunionens vetenskapsakademi. Han gjorde senare
viktiga bidrag till problemet med turbulens inom flodesmekaniken (1941),
till teorin om dynamiska system med koppling till celest mekanik (1953)
och till informationsteori (med borjan 1956). Han bidrog ocksé till att
skriva ett uppslagsverk och ldarobocker for gymnasier och universitet,
hjdlpte till att etablera en experimentell gymnasieskola och redigerade en
populérvetenskaplig tidskrift. Han fick manga internationella priser (bland
annat Balzanpriset 1963 och Wolfpriset 1980) och avled i Moskva 1987.

Petrovskij blev dekanus for den mekaniska och matematiska fakulteten
vid Moskvas statliga universitet 1940. Han var universitetets rektor fran
1951 till sin dod 1973. Han var fullvirdig medlem av Sovjetunionens
vetenskapsakademi fran 1946 och ordforande for den internationella
matematikkongressen som holls i Moskva 1966. Han skrev ocksa
larobocker om vanliga differentialekvationer, partiella differentialekvationer
och integralekvationer. Piskunov blev professor vid en militdrakademi. Hans
lirobok om differential- och integralkalkyl anvindes av maénga tekniska
universitet. Han avled 1977.
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Kapitel 21

Leslie-matrisen (1945)

1945 analyserade den brittiske ekologen P. H. Leslie en matrismodell
for en aldersstrukturerad population av gnagare och anpassade
darmed Lotkas arbete till en diskretiserad tidsram. Han betonade
att tillvdxthastigheten motsvarar ett egenvdrde och den stabila
aldersstrukturen en egenvektor. Han uppskattade ocksd numeriskt
nettoreproduktionstakten % for brunrattan.

Patrick Holt Leslie foddes ar 1900 nira Edinburgh i Skottland. Han
studerade vid Christ Church College vid Oxfords universitet och fick 1921
en kandidatexamen i fysiologi. Men han kunde inte avsluta sina medicinska
studier pa grund av hilsoproblem. Efter att ha arbetat nagra ar som assistent i
bakteriologi vid patologiavdelningen vinde han sig till statistiken och anslot
sig 1935 till Bureau of Animal Population, ett nytt forskningscentrum som
Charles Elton hade inrittat. Syftet med centret var att studera fluktuationer
i djurpopulationer genom filtstudier och laboratorieexperiment. Den storsta
delen av forskningen gillde gnagare: analys av cyklerna hos haren och dess
rovdjur lodjuret med hjélp av arkiven fran Hudson’s Bay Company i Kanada,
uppfoljning av den gra ekorrens territoriella expansion pa bekostnad av den
roda ekorren i England, insamling av uppgifter om sorkar i ndrheten av
Oxford och sa vidare. Leslie tillimpade de metoder som Lotka utvecklade
for ménniskans demografi pa uppgifterna om sorkar. Under andra vérldskriget
inriktade sig centrumets forskning pa metoder for att bekdmpa rattor och moss
i silos.

1945 publicerade Leslie sin mest kidnda artikel i tidskriften Biometrika,
som grundades av Galton, Pearson och Weldon 1901. Artikeln hade titeln Om
anvindningen av matriser i viss populationsmatematik. Leslie undersokte en
modell for tillvidxten av antalet honor i en djurpopulation, t. ex. en population
av rattor (men det kunde ocksa vara minniskor). Populationen dr uppdelad
i K+ 1 aldersgrupper: P, &r antalet honor i dldern k vid tidpunkt n (k =
0,1,...,K; n=0,1,...). Lat f; beteckna fertiliteten vid alder k, eller mer
exakt antalet dottrar som fods per kvinna mellan tidpunkt » och tidpunkt n+ 1.
Da dr K den hogsta dldern med en fertilitet som inte &r noll (fx > 0). Lat
sx vara sannolikheten att 6verleva atminstone till aldern k + 1 for ett djur i
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Figur 21.1: P. H. Leslie (1900-1972)

aldern k. Populationens aldersstruktur ges da av f6ljande ekvationer:

Pont1 = foPon+fiPin+-+ fxPxn
Pl,n+1 = SOPO,n
Pur1 = s1Pip

Pxnt1= sk—1Pk—1-

Alla tal f; ar icke-negativa, medan s; uppfyller 0 < s; < 1. I slutet av 1800-
talet och borjan av 1900-talet hade matematikerna tagit for vana att skriva
sadana ekvationssystem i den forkortade formen'

PnJrl:MPna (211)
dér P, ar kolumnvektorn (P07n, ..., Pg ) och M &r den kvadratiska matrisen
(dvs. taltabellen med K + 1 rader och K + 1 kolumner),

fo i o o Sk
so 0 O “ee 0
M= 0 s O “ee 0
0 cen 0 SK—1 0

For att forstd hur systemet (21.1) beter sig som en funktion av tiden sokte
Leslie efter en geometriskt 6kande eller minskande 16sning P, = " V. Talet r
och vektorn V maste uppfylla f6ljande villkor:

MV =rvV. (21.2)

'Detta innebir att Py 1 = Mo Pon+ M1 P+ + Mg P, for alla k.
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I detta fall kallas r for ett egenviarde och V for en egenvektor till matrisen
M. Problemet #dr med andra ord att hitta aldersfordelningen V som vid varje
tidssteg multipliceras med en konstant r. Enligt Lotkas terminologi kallas
sadana fordelningar for stabila. Om vi atergar till mer vanliga beteckningar
kan ekvation (21.2) skrivas om till f6ljande:

foVo+fiVit-+ fxkVk =1V,
soVo=rVy, sitVi=rVo, ..., sxk_1Vx_1=rVg.

Av de sista K-ekvationerna foljer att

S0 V() 5051 V()

Vi , Vo= N
r

_Sost-sk—1Vo
r? '

rK

Genom att sitta in detta i den forsta ekvationen, forkorta Vj och multiplicera
med X far Leslie den karakteristiska ekvationen

KT = forK bso firk N fsost for" 24 Fsosskor fe. (21.3)

Detta édr en polynomekvation i r av graden K + 1. Det finns alltsa K + 1 reella
eller komplexa rotter rq,...,rg+1. Leslie noterade dessutom (med hjdlp av
Descartes teckenregel for polynom) att det bara finns en enda reell positiv rot.
Vi kallar den r;.

Leslie foreslog ocksa att under de flesta biologiskt realistiska
forhallanden (som kan preciseras med hjilp av Perrons och Frobenius
teori for icke-negativa matriser) dr egenvirdet ri strikt storre #n
absolutbeloppet av alla andra reella eller komplexa egenvérden (kalla
dem ry, ..., rx+1). Dessutom dr alla rotter i (21.3) vanligtvis olika. For
varje egenvirde r; kan man hitta en tillhdrande egenvektor. Lat Q vara
en kvadratisk matris av storlek K + 1 vars K + 1 kolumner innehaller
de egenvektorer som #r associerade med ry,...,rg.1. Da giller att
MQ = QD, dir D #r diagonalmatrisen [ry,...,rg1]. S M = QD Q!
och
P,=M"Py=0D"Q"'Py.

Notera att D" ir den diagonala matrisen [(r})",..., (rg+1)"] och att
D'/t — 2 =1,0,...,0]

nir n — +oo eftersom r; > |r;| for i # 1. Dirfor konvergerar B,/ (r)"
mot Q2 Q"' Py.
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Varje komponent i aldersstrukturvektorn P, Okar eller minskar som
(r1)". Om r; > 1 okar populationen exponentiellt. Om r; < 1 minskar den
exponentiellt. Fran ekvation (21.3) kan man litt visa att villkoret r; > 1 &r
sant om och endast om parametern %, definierad av

Fo = fo+sof1+sos1fo+---+s0515k-1 [k ,

ar strikt storre dn 1. Observera att sg sy - - - s;_1 dr sannolikheten att overleva
till minst alder k. Parametern % ir alltsa det genomsnittliga antalet dottrar
som fods av en kvinna under hela hennes liv och dr analog med formlerna
(10.2), (12.2) och (16.9). Den nuvarande modellen &r en slags diskret
tidsanalog till Lotkas arbete (se kapitel 10) och en generalisering av Eulers
arbete till aldersberoende fertiliteter (se kapitel 3).

Leslie illustrerade sin metod med hjilp av uppgifter som en amerikansk
kollega publicerat om fertilitets- och 6verlevnadskoefficienterna f; och s for
brunrattan. Efter ndgra statistiska operationer for att komplettera uppgifterna
pa ett rimligt stt fick han fram % ~ 26.

Leslies matrisformulering av problem inom populationsdynamik anvéinds
nu av manga biologer. Berikningarna forenklas avsevirt av moderna datorer
och vetenskaplig programvara som kan beridkna egenvirden och egenvektorer
for vilken matris som helst. Man kan enkelt berikna bade parametern %, och
tillvaxthastigheten ry.

Efter andra vérldskriget anvinde Leslie sin metod for att beridkna
tillviixten for andra djurarter: faglar, skalbaggar osv. Han arbetade ocksa med
stokastiska modeller, modeller f6r konkurrens mellan arter och analys av
fangst- och aterfangstdata. Han gick i pension 1967. Samma ar, da Charles
Elton ocksa gick i pension, upphorde Bureau of Animal Population att
existera som ett oberoende forskningscentrum och blev en del av Zoologiska
institutionen vid Oxfords universitet. Leslie dog 1972.

Ytterligare léisning
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2. Crowcroft, P.: Elton’s Ecologists, A History of the Bureau of Animal
Population. University of Chicago Press (1991)

3. Leslie, PH.: On the use of matrices in certain population mathematics.
Biometrika 33, 213-245 (1945)
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Perkolation och epidemier (1957)

Ar 1957 undersokte Hammersley och Broadbent hur en “vitska” kan
spridas i ett o@ndligt regelbundet fyrkantigt nitverk dér tva angrinsande
noder &r anslutna med en given sannolikhet. Bland de mgjliga exemplen
ndmnde de spridningen av en epidemi i en frukttridgard. De visade att
det finns en kritisk sannolikhet under vilken ingen stor epidemi kan
uppsta och dver vilken stora epidemier uppstar med positiv sannolikhet.
Deras artikel var utgangspunkten for perkolationsteorin.

- J

John Michael Hammersley foddes 1920 i Skottland, dér hans far arbetade
for ett amerikanskt foretag som exporterade stal. Han borjade studera vid
Emmanuel College vid universitetet i Cambridge, men var tvungen att gd med
i armén 1940. Han arbetade med att forbéttra berdkningar for artilleri. Efter
att ha avslutat sina studier 1948 blev han assistent vid Oxfords universitet
i den grupp som arbetade med utformning och analys av experiment. Ar
1955 borjade han arbeta vid institutet for atomenergiforskning i Harwell nira
Oxford.

Figur 22.1:
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent foddes 1928. Han studerade ingenjorsvetenskap
i Cambridge, matematik vid Magdalen College i Oxford (dér han ocksa skrev
poesi) och paborjade en doktorsexamen i statistik vid Imperial College i
London om Ndgra tester av avvikelser fran enhetlig spridning. Under sin
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doktorandtid fick han stod fran den brittiska British Coal Utilisation Research
Association for att undersoka statistiska problem som kunde relateras till
kolproduktion.

1954 holls ett symposium om Monte Carlo-metoder som sponsrades av
institutet for atomenergiforskning vid Royal Statistical Society i London.
Dessa metoder, som under 1940-talet inleddes av John von Neumann,
Stanistaw Ulam och Nicholas Metropolis vid Los Alamos Laboratorium,
anviander sig av stokastiska datorsimuleringar for att uppskatta okédnda
matematiska storheter. Hammersley presenterade vid symposiet i London
en artikel som han hade utarbetat i samarbete med Morton, en kollega
fran Harwell. Artikeln publicerades ocksa i Journal of the Royal Statistical
Society. Under diskussionen efter presentationen vid symposiet nimnde
Broadbent ett intressant problem som skulle kunna studeras med hjilp av
nagon Monte Carlo-metod: Givet ett regelbundet nétverk av porer i tva eller
tre dimensioner, sd att tva angridnsande porer dr forbundna med en sannolikhet
p, hur stor andel av nitverket skulle fyllas av en gas om den introducerades
genom en av dessa porer? Broadbent téinkte i sjdlva verket pa utformningen
av gasmasker for gruvarbetare och i synnerhet pa hur stora porer som krévs
for att de ska fungera.

Hammersley borjade sedan arbeta tillsammans med Broadbent med
problemet med gasmasken. De insag att det bara var en prototyp for en familj
av problem som @nnu inte hade studerats: den deterministiska spridningen av
en “vitska” (betydelsen beror pa sammanhanget) i ett slumpmaissigt medium.
Hammersley kallade det for perkolation”, i analogi med vad som hinder i en
kaffekanna. Vid institutet for atomenergiforskning hade Hammersley ocksa
tillgang till nagra av tidens mest kraftfulla datorer for att testa Monte Carlo-
metoder pa perkolationsproblem.

1957 publicerade Broadbent och Hammersley slutligen den forsta artikeln
om den matematiska teorin om perkolation. Bland de exempel som de tog upp
var ett av dem en modell f6r populationsdynamik, ndmligen spridningen av en
epidemi i en frukttridgard. Triden i en mycket stor frukttridgard antas vara
placerade vid noderna i ett kvadratiskt nitverk. Alla de fyra ndrmaste triden
till ett givet smittat triid har en sannolikhet p att ocksa vara smittade. Fragan dr
om ett stort antal trid kommer att smittas eller om epidemin kommer att forbli
lokal. Detta beror naturligtvis pa sannolikheten p, som i sin tur &r kopplad till
avstandet mellan triden, dvs. nitverksmaskornas bredd.

Broadbent och Hammersley undersokte det begriansande fallet dar
frukttridgarden dr odndlig och ticker hela planet, med bara ett infekterat
trid i borjan. Lat f(p) vara sannolikheten for att ett oéindligt antal tridd blir
infekterade fran denna kiilla. Man forvintar sig att f(p) dr en 6kande funktion
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av p med f(0) =0 och f(1) = 1. Deras viktigaste resultat var att det finns en
kritisk sannolikhet p*, 0 < p* < 1, sa att

* om p < p* dr f(p) =0, vilket innebér att endast ett begrinsat antal trid
ar infekterade, och

e om p > p* dr f(p) > 0 och ett ozndligt antal trid kan vara infekterade.

Beviset innebdr en jamforelse med antalet olika sjdlvundvikande
promenader” i planet med utgangspunkt fran smittkillan. Dessa
promenader gar genom ett visst antal granntrid (varje trdd har fyra
grannar) utan att besoka nagot trad mer dn en gang. En sjdlvundvikande
promenad med n steg dr en smittvdg med sannolikhet p” eftersom
infektionen kan oOverforas fran varje besokt trid till ndsta med
sannolikhet p. Léat nu ¢(j,n) vara sannolikheten for att det bland
alla sjdlvundvikande promenader med n steg finns exakt j sadana
promenader som dr smittvigar. Om det finns ett odndligt antal
infekterade tridd, finns det for alla heltal n» minst en sjdlvundvikande
promenad med # steg som ir en infektionsvig. Sa

foo foo
0<f(p) <Y q(in) <Y jalin)
j=1 j=1

for alla n. Men N
Y ja(in)
j=1

ar det forvintade antalet sjdlvundvikande promenader med n steg som
ar smittvdgar. Detta antal dr lika med p"s(n), ddr s(n) &r det totala
antalet sjdlvundvikande promenader med n steg. Hammersley kunde i
en kompletterande artikel visa att s(n) vixer som e*" som n — oo, dér
K kallas konnektivitetskonstanten. Om p < e~ sa gar p"s(n) mot 0 da
n — oo, och f(p) = 0. Saledes ir p* > e * > 0.

I praktiken &r det ddrfor bittre om tridden inte star for nidra varandra for
att halla p under p* i hiindelse av en epidemi. Men ju nidrmare triden star
varandra, desto hogre produktion per hektar. En kompromiss maste hittas.

Som Broadbent och Hammersley noterade finns det en viss likhet mellan
existensen av en kritisk sannolikhet i perkolationsprocesser och existensen av
en troskel i forgreningsprocesser (se kapitel 7).
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Man kan forsoka uppskatta den kritiska sannolikheten p* numeriskt. For
detta indamal faststéller man ett virde for p och approximerar det odndliga
nitverket med ett dndligt kvadratiskt nédtverk av storleken N x N med N
tillrdckligt stort. Anta till exempel att tridet i nédtverkets mitt &r infekterat.
Med en dator kan man slumpmaéssigt vilja vilka trdd som kan infektera andra
trad. Figur 22.2 visar de slumpmissigt valda infektionsvigarna med hjilp av
kanter som i en graf. I figur 22.2a 4r p mindre 4n p*. I figur 22.2b ir p storre
an p*. Man kan litt bestimma vilka trid som kan infekteras, nimligen de
som kan nds genom en vég av kanter som borjar fran det infekterade tradet i
mitten. De dr markerade med sma svarta fyrkanter i figurerna.
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Figur 22.2: (a) Perkolation med p = 0.4. (b) Perkolation med p = 0,55.

Man kan sedan kontrollera om epidemin har natt atminstone gransen for
N x N-nitverket. Om sa &r fallet och om N ir tillrdckligt stort kan man anse att
antalet infekterade trid 4r “nistan odndligt”. Genom att upprepa denna typ av
simulering manga ganger kan man hitta ett ungefrligt virde pa sannolikheten
f(p) att antalet infekterade trdd #r oéndligt (detta &r Monte Carlo-metoden).
Genom att lata p variera mellan 0 och 1 kan man slutligen fa en approximation
av troskelvirdet p*, som ir det minsta virdet sa att f(p) > 0 om p > p*.

Broadbent och Hammersleys artikel inneholl endast ett bevis for att
troskelvirdet p* existerar. Under de foljande aren fortsatte Hammersley att
utveckla den matematiska teorin om perkolation, medan Broadbent vinde
sig till andra damnen. I och med datorernas utveckling pa 1970-talet blev det
lattare att utfora de simuleringar som beskrivs ovan (figur 22.3). Man antog
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da att p* = 1/2. Detta resultat bevisades slutligen 1980 av Harry Kesten fran
Cornell universitet.

Figur 22.3:  Sannolikheten f(p)
att odndligt manga trid blir
infekterade som en funktion av
p. Kurvan erhalls genom att kora : p
1000 simuleringar pa ett nitverk 0 05 !
med 200 x 200.

Mellan 1959 och 1969 arbetade Hammersley for Institutet for ekonomi
och statistik vid Oxfords universitet. Han blev ledamot av Trinity College. Ar
1964 publicerade han i samarbete med David Handscomb en bok med titeln
Monte Carlo-metoder. Han valdes in i Royal Society 1976. Han gick i pension
1987 men fortsatte att besoka centret for industriell och tillimpad matematik
i Oxford. Han dog 2004.

Broadbent disputerade vid Imperial College 1957. Han fick jobb pa
ett industriforetag, United Glass Bottle Manufacturers. Efter tio ar inom
industrin borjade han arbeta pa en nyhetsbyra, London Press Exchange, som
gjorde vetenskapliga lasarundersokningar. Byran kptes 1969 av Leo Burnett,
ett amerikanskt reklamforetag. Broadbent arbetade med hur man kan méta
reklamens effektivitet och publicerade flera bocker i dmnet: At spendera
reklampengar (1975), Budget for reklam (1989), Redovisningsbar reklam
(1997) och Ndr ska du annonsera? (1999). 1980 var han med och grundade
Adbvertising Effectiveness Awards. Han tillbringade flera som direktor ar pa
Leo Burnetts huvudkontor i Chicago. Han drev ocksa sin egen konsultfirma,
BrandCon Limited. Han dog 2002.
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Kapitel 23

Spelteori och evolution (1973)

1973 publicerade Maynard Smith och Price en artikel dér de analyserade
varfor djur undviker att anvinda sina farligaste vapen i konflikter inom
arten. Deras modell anvénde sig av spelteori och inledde tillampningen
av denna matematiska teori pa evolutionira problem.

John Maynard Smith féddes i London 1920. Hans far, som var kirurg,
dog ndr han var atta ar. Maynard Smith studerade vid Eton College och
borjade studera teknik vid Trinity College, Cambridge. Han var dd medlem
i Storbritanniens kommunistparti. Nir kriget brot ut 1939 forsokte han
anmila sig frivilligt till armén men fick avslag pa grund av sin daliga
syn. Han fullf6ljde sina ingenjorsstudier och arbetade under nagra ar med
konstruktion av militérflygplan. Slutligen bestimde han sig for att viinda sig
till biologin och studerade genetik vid University College i London med
Haldane som handledare. Han blev docent i zoologi 1952. Han ldmnade
kommunistpartiet efter hiindelserna i Ungern 1956. Hans forsta bok, med
titeln Evolutionsteorin, publicerades 1958. Ar 1965 blev han professor
i biologi vid det nygrundade universitetet i Sussex. Han publicerade da
ytterligare tva bocker: Matematiska idéer inom biologin (1968) och Om
evolution (1972).

George R. Price foddes 1922 i USA. Han studerade kemi vid universitetet
i Chicago och disputerade 1946 efter att ha arbetat i Manhattanprojektet. Ar
1950 blev han bitrddande forskare i medicin vid universitetet i Minnesota.
Han arbetade senare som oberoende journalist for olika tidskrifter innan
han atervinde till forskningen pa IBM. Efter att ha behandlats for
skoldkortelcancer bosatte han sig 1967 i England och borjade studera ett helt
annat dmne: evolutionsbiologi. Han arbetade i London vid Galtonlaboratoriet
vid University College fran 1968. Hans forsta artikel pa detta nya omrade,
Urval och kovarians, publicerades med hjédlp av W. D. Hamilton i ett nummer
av Nature 1970 och innehdll det som nu kallas Prices ekvation.

Price limnade ocksa in ytterligare en artikel till Nature, den hir gdngen
om konflikter mellan djur. Men den hade inte rétt format for denna tidskrift.
Maynard Smith, som var granskare, foreslog dérfor att man skulle gora en
kortare version. Price borjade arbeta med nagot annat medan Maynard Smith
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Figur 23.1: Maynard Smith (1920-2004) och Price (1922-1975)

borjade utveckla Prices idé pa egen hand. Till slut publicerade Maynard Smith
och Price en gemensam artikel med titeln Logiken i djurkonflikter, som Nature
publicerade 1973. Artikeln utgjorde ett intressant bidrag till anvindningen
av spelteori inom evolutionsbiologin. Dessforinnan hade spelteorin framst
utvecklats for ekonomi och politik, sérskilt efter John von Neumanns och
Oskar Morgensterns bok fran 1944 med titeln Teori om spel och ekonomiskt
beteende. Maynard Smith och Price utgick fran foljande fraga: Hur kommer
det sig att de “vapen” som djuren har till sitt forfogande (horn, klor, gift
osv.) i konflikter mellan djur av samma art sidllan anvinds for att doda?
Enligt Darwins idéer om kampen for livet borde mer aggressiva djur vinna
fler strider och fa ett storre antal avkommor, vilket leder till en eskalering av
anvindningen av “vapen”. Ligg marke till att detta var under det kalla kriget,
sa amnet hade dé ocksa en politisk pragel.

Maynard Smith och Price forestillde sig en serie spel dir tva djur kan
konkurrera om en resurs, till exempel ett revir i en gynnsam livsmiljo. I
den forenklade presentation som Maynard Smith skulle anvédnda i sin bok
fran 1982 Evolution och spelteori antar varje djur antingen “hokstrategin”
eller ”duvstrategin”. 1 det foljande talar vi helt enkelt om hokar och duvor,
men vi menar strategier som antas av djur av samma art. Lat V > 0 vara
resursens virde, vilket innebdr att om % dr det normala genomsnittliga
antalet avkommor for ett djur, har vinnaren av tdvlingen i genomsnitt Zy +V
avkommor.

Om en hok moter en annan hok slass de om resursen: Vinnaren far
resursen till ett viarde av V, forloraren drabbas av en “kostnad” av C > 0.
Var och en av de tva hokarna har en sannolikhet lika med 1/2 att vinna
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tdvlingen och samma sannolikhet att forlora. Den forvintade vinsten fran en
kamp mellan tva hokar &r déarfor % (V —C) for de tva konkurrenterna. Om en
hok ddremot moter en duva, far hokaren resursen V medan duvan flyr utan
att slass och kostnaden dr 0. Om tva duvor méts far den ena av dem resursen
V, den andra flyr utan att slass och utan kostnad. Eftersom bada duvorna har
samma sannolikhet 1/2 att vinna, idr den forvintade vinsten nir tva duvor mots
darfor V /2. Utbetalningarna kan sammanfattas som i tabell 23.1.

Tabell 23.1: Forvintade vinster i spelet hok-duva.

en hok en duva

vinster av en hok mot ... % (V-0) 1%
vinster av en duva mot ... 0 V/2

Mer allmint kan man tinka sig strider mellan individer som kan anta en
av tva strategier, kalla dem 1 och 2, med en matris av forvintade vinster
(G, j) 1<i,j<2- I exemplet ovan foljer hokar strategi 1, duvor strategi 2, G1,; =
% (V—-C),Gi2=V,G21 =00ch G, =V /2.1den ursprungliga artikeln fran
1973 hade Maynard Smith och Price faktiskt redan anvint datorsimuleringar

i)

for att testa mer 4n tva mojliga strategier (dessa kallades “hok”, “mus”,
”mobbare”, "hdmnare” och “test-hdmnare”).

Forestidll dig nu en stor population av djur av samma art med en andel x,,
hokar och en andel 1 —x,, duvor i generation n. Hokarna i generation n har ett
genomsnittligt antal avkommor som ir lika med

Rl(”):%0+an1.l+(1_xn)Gl72- (23.1)
Pa samma sitt har duvor ett genomsnittligt antal avkommor som &r lika med
Rz(l’l) = %o+ x, G271+(1—XH)G272. (23.2)
Det genomsnittliga antalet avkommor i hela populationen &r darfor
R(n) =x,R1(n)+ (1 —x,)Ra(n).
Om vi bortser fran eventuella subtiliteter som beror pa sexuell reproduktion
kan vi konstatera att andelen hokar i nista generation dr
Xut1 =xaR1(n)/R(n). (23.3)
Dérfor dr x4 > x, om Ry (n) > R(n) och x,41 < x, om R;(n) < R(n). Det
finns tre mojliga jamviktstillstand: x =0, x = 1 och
. _ Gip—Gop
Gy1—G11+Gi1p— G

X



Kapitel 23 135

forutsatt att 0 < x* < 1. I hok-duva-spelet ér
X=v/C<1

forutsatt att V < C.

Faktum &r att x = 0 dr ett uppenbart jimviktstillstand for (23.3). Om

x # 0 dr ett annat jamviktstillstdnd, sd d&r R} = R=xR; + (1 —x)R,. Sé

antingen x = 1 eller Ry = R;. Den senare mojligheten idr likvirdig med
xGy1+ (l —x) Gip=xGy1+ (1 —x) Gy,

vilket ger det jamviktstillstandet x*.

Jamviktstillstindet x = 1 motsvarar en population diar 100% av
individerna foljer strategi 1. Detta tillstand dr stabilt om det inte kan invaderas
av nagra fa individer som foljer strategi 2. Av (23.3) framgar att detta villkor
ar likvirdigt med att Ry (n) > R(n) for alla x, tillrdckligt nira 1. Eftersom
R(n) = xyR1(n) + (1 — x,,) Ra(n), blir villkoret R;(n) > Ry(n) for alla x,
tillrdckligt ndra 1. Om vi tittar pa uttrycken (23.1)—(23.2) for R; och R,
kommer vi fram till slutsatsen att x = 1 &r stabilt om och endast om ett av
foljande tva villkor &r uppfyllt:

* G111 > Gt
4 Glﬁl = G2’1 och G172 > Gz}z.

Om s4 ir fallet sdgs strategi 1 vara en evolutiondirt stabil strategi'. 1 spelet
hok-duva dr villkoret G2 > Gy alltid sant. Sa hokstrategin 4r evolutionirt
stabil om och endast om G11 > Gy,1, dvs. V > C.

Jamviktstillstandet x = O motsvarar en population dir alla individer foljer
strategi 2. Denna situation dr symmetrisk till den foregdende om vi byter
ut index 1 och 2. I hok- och duvspelet har vi Gjo =V > Gy, =V/2 sé
jamviktstillstandet x = O &r alltid instabilt. Att infora ett litet antal hokar i en
population av duvor skulle leda till en progressiv invasion av hokarna.

Pa samma sitt kan man visa att det tredje jaimviktstillstandet x*, forutsatt
att 0 < x* < 1, alltid &r stabilt. T spelet hok-duva motsvarar x* =V /C en
blandad population med bade hokar och duvor.

Sammanfattningsvis finns det tva fall i spelet hok-duva. Om V > C, dvs.
om virdet av resursen ir storre dn den mojliga kostnaden, gar populationen

"Mer exakt ir jaimvikten x = 1 “evolutionirt stabil”. Skillnaden mellan jimvikt och strategi
ar viktig om det finns mer én tva strategier.
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mot ett jamviktstillstind med hokar men inga duvor, oavsett utgangsliget
x(0) med 0 < x(0) < 1. Hokstrategin #r da en evolutionirt stabil strategi.
Om ddremot V < C gar populationen mot ett blandat jamviktstillstand med
en andel x* hokar och en andel 1 —x* duvor. Modellen ger alltsa en forklaring
till varfor individer med mindre aggressiva beteenden kan 6verleva nir V < C.
Formeln x* = V/C visar dessutom att ju hogre kostnaden C for forlorare
ir, desto mindre blir andelen x* hokar i populationen. Dérfor anvinder
arter med de farligaste “vapnen” sillan dessa for strider inom arten; de
foredrar oskadliga rituella strider, didr konkurrerande djur forsoker imponera
pa varandra, men undviker verkliga strider som skulle kunna orsaka skador.

Den ursprungliga artikeln fran 1973 av Maynard Smith och Price
diskuterade begreppet evolutionért stabil strategi och anvinde huvudsakligen
datorsimuleringar av djurkonflikter diar man registrerade vinsterna av olika
strategier. Metoden med dynamiska ekvationer som (23.3) utvecklades nagot
senare, sirskilt av Taylor och Jonker. Sedan dess har manga forfattare
tillampat idéer fran spelteorin pa fragor inom evolutionsbiologin eller omviint
tillimpat dynamiska evolutiondra metoder pa mer klassiska problem inom
spelteorin. Forutom fragor som ror konflikter mellan djur kan man till
exempel nimna problem om fordldrars investeringar eller om konskvoter
(forhéllandet mellan antalet hanar och honor vid foédseln), som redan
studerades av Carl Diising 1884 och av Ronald Fisher i hans bok fran 1930 om
Den genetiska teorin om naturligt urval. Vissa andra modeller fokuserar pa de
dynamiska aspekterna av ’fangarnas dilemma” eller ”sten, sax, pase”-spelet.
Man insag ocksa att begreppet evolutionirt stabil strategi dr nira besliktat
med begreppet Nash-jimvikt inom spelteorin.

Price, som hade varit 6vertygad ateist, fick en mystisk upplevelse 1970
och konverterade till den kristna tron. Han gav upp sin forskning 1974
eftersom han ansag att ”den typ av teoretisk-matematiska genetik som han
sysslat med inte var sdrskilt relevant for ménskliga problem”. Han gav alla
sina dgodelar till heml6sa och begick sjédlvmord nagra méanader senare.

Maynard Smith didremot fortsatte denna linje och valdes in i Royal
Society 1977. Han publicerade manga bocker: Modeller inom ekologi (1974),
Utvecklingen av sex (1978), Evolution och spelteori (1982), Biologiska
problem (1986), Hade Darwin rdtt? (1988) och Evolutiondr genetik (1989).
Han publicerade ocksa i samarbete med E. Szathmary De stora dvergdngarna
i evolutionen (1995) och Livets ursprung: Frdn livets fodelse till sprakets
ursprung (1999). Han gick i pension 1985. Ar 1999 fick han Crafoordpriset
i biovetenskap av Kungliga Vetenskapsakademien for sina “fundamentala
bidrag till den konceptuella utvecklingen av evolutionsbiologin”. Ar 2003
publicerade han i samarbete med D. Harper Djursignaler. Han dog i Sussex
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2004.
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Kapitel 24

Kaotiska populationer (1974)

( 1974 studerade Robert May, en australiensisk fysiker som blivit\

ekolog, den diskreta logistiska ekvationen som en modell for
populationsdynamik. Han noterade att ovintade bifurkationer uppstod
och att det asymptotiska beteendet till och med kunde vara kaotiskt.
Dessa observationer innebdr att langsiktiga forutsidgelser kan vara
omdjliga dven med en enkel deterministisk modell. Mays artikel var en
\_av de artiklar som lanserade “kaosteorin”. P,

Robert McCredie May foddes 1936 i Australien. Efter att ha studerat
teoretisk fysik och tagit en doktorsexamen vid universitetet i Sydney 1959
tillbringade han tva ar pa avdelningen for tillimpad matematik vid Harvard
universitet. Nir han atervinde till Australien blev han professor i teoretisk
fysik. Da han 1971 besokte Institute for Advanced Study i Princeton bytte han
forskningsdmne och borjade fokusera pa populationsdynamik. Ar 1973 blev
han professor i zoologi vid Princeton. Samma ar publicerade han en bok med
titeln Stabilitet och komplexitet i modell-ekosystem.

Figur 24.1:
Robert M. May (1936-2020)

1974 publicerade May i Science en artikel med titeln Biologiska
populationer med icke overlappande generationer: stabila punkter, stabila
cykler och kaos, dir han visade att mycket enkla matematiska modeller for
populationsdynamik kan bete sig kaotiskt.

For att forsta ursprunget till detta problem maste man gd ungefir tio
ir tillbaka i tiden. Ar 1963 upptiackte Edward Lorenz, en amerikansk
meteorolog som arbetade vid teknikinstitutet i Massachusetts (M.L.T.), nir
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han gjorde numeriska simuleringar pa sin dator, att en forenklad modell
av atmosfiaren med endast tre differentialekvationer kunde upptrida pa ett
mycket overraskande sitt: En liten fordndring av de initiala férhallandena
kunde helt fordndra slutresultatet av simuleringen och didrmed &dven de
meteorologiska prognoserna. Matematikern Henri Poincaré hade efter att
ha arbetat med planeternas rorelse i solsystemet faktiskt redan i borjan av
1900-talet, langt fore datoraldern, tinkt pa denna mojlighet. Men i borjan
av 1970-talet var det bara nagra fa forskare som undersokte denna mirkliga
egenskap. Vid universitetet i Maryland studerade James Yorke Lorenz arbete
och introducerade begreppet “kaos” i detta sammanhang. Artikeln han skrev
tillsammans med sin elev Tien-Yien Li, med titeln Period tre innebdr kaos,
publicerades 1975
May a sin sida fokuserade pa modellen

Pn+1 = Pn +apn(l_pn/K)» (24.1)

didr a och K idr positiva parametrar och p, star for storleken pa en
djurpopulation ar n. Nér p,, dr liten jamfort med barandekapaciteten K ligger
dynamiken nira en geometrisk tillviixt p,+; = (1 4 a) p,. Den fullstéindiga
ekvationen &r en slags diskret tidsanalog till den logistiska ekvationen som
infordes av Verhulst (se kapitel 6). Men till skillnad fran den senare visade
May att den diskreta tidsekvationen kan ha ett mycket mer overraskande
beteende, vilket ar latt att observera med en enkel fickriknare som kan utfora
addition och multiplikation (figur 24.2). Maynard Smith hade redan beaktat
ekvationen (24.1) i sin bok Matematiska idéer inom biologin fran 1968. Men
trots att han hade provat ett par numeriska virden for @ hade han inte insett
att ekvationen var speciell.

Figur 24.2, som liknar den i Mays artikel fran 1974, visar att populationen
pn konvergerar mot ett stabilt tillstand nidr 0 < a < 2. Nir 2 < a < 2,449 (den
dvre griansen 2,449 #r en approximation) gar populationen p,, mot en cykel
med period 2. Nir 2,450 < a < 2,544 gér populationen p, mot en cykel med
period 4. Nir 2,545 < a < 2,564 gar p, mot en cykel med period 8, osv.
Intervallen for parametern a for vilka p, gar mot en cykel med perioden 2"
blir mindre nir n okar och overstiger aldrig 2,570. Nér a > 2,570 kan p,
upptrida pa ett “kaotiskt” sitt.

1976 skrev May en oversikt over problemet, som publicerades i Nature,
med titeln Enkla matematiska modeller med mycket komplicerad dynamik.
Dir samlade han inte bara sina egna resultat utan dven andra forskares. Om

Ett mer generellt resultat bevisades av O. M. Sharkovskij 1964, men hans artikel som
publicerades i en ukrainsk matematisk tidskrift var inte allmént kind.
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Figur 24.2: 1 alla figurer &r n pa den horisontella axeln, p, pa den vertikala axeln och
po = K/10. Linjerna erhdlls genom att sammanfoga punkterna med koordinaterna
(n, pn). Overst till vinster: 0 < a < 2 (stationirt tillstdnd). Overst till hoger: 2 < a <

2,449 (cykel med period 2). Nederst till vinster: 2,450 < a < 2,544 (cykel med period
4). Nederst till hoger: 2,570 < a < 3 (eventuellt kaos).

man forst 1ater x, = % och r = 14 a (sé att r > 1) ser man att ekvation

(24.1) kan skrivas om i den enklare formen
Xnp1 =1xn (1= 2x,) . (24.2)

For att denna ekvation ska beskriva dynamiken hos en population maste
X, vara icke-negativ for alla n. Vi antar alltsa att det initiala tillstandet xg
uppfyller 0 < xp < 1 och att r < 4. Det sistndmnda villkoret sikerstiller att den
hogra sidan av (24.2) ligger mellan 0 och 1. Det virt att notera att det kaotiska
fallet » = 4 hade anvénts som en slumptalsgenerator av Stanistaw Ulam och
John von Neumann redan 1947. Om vi infor funktionen f(x) = rx(1 —x),
kan ekvation (24.2) skrivas om till x,.; = f(x,) och jamviktstillstinden dr
l6sningarna av x = f(x). Grafiskt sett dr detta skidrningspunkterna mellan
kurvorna y = f(x) och y = x (figur 24.3). Observera att x = 0 alltid &r ett
jamviktstillstand. Eftersom r > 1 finns det ocksa ett annat jamviktstillstand
x* > 0 sadant att x* = rx* (1 —x*), dvs. x* =1—1/r.

Eftersom r > 1 dr jamviktstillstandet x = O instabilt. Nér x,, dr ndra O har vi
faktiskt x,,+1 =~ rx,. Sa x,, tenderar att avldgsna sig fran 0. Jimviktstillstandet
x* dr lokalt stabilt endast for 1 < r < 3.
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X0 X 1 X0 Y 1

Figur 24.3: Funktionen y = f(x) = rx(1 —x), den raka linjen y = x, det stationdra
tillstandet x* och sekvensen definierad av x, .1 = f(x,). (a) r = 2,75, sekvensen gér
mot x*. (b) r = 3,4, det stabila tillstandet x* &r instabilt och sekvensen konvergerar till
en cykel med period 2.

Sitt y, = x, — x*. D4 dr (24.2) ekvivalent med y,+1 = (2 —r—ry,) yu.
Om x,, ir ndra x*, dr y, ndra 0 och y,+ =~ (2—r) y,. Men om y,, 11 = ky,,
day, =k"yg sa att y, — 0 néir n — o om och endast om —1 < k < 1. Hér
ir det stabila tillstandet x* lokalt stabilt om och endastom —1 <2 —r <
1,dvs. 1 <r<3.

Nir 1 < r < 3 kan man visa att for alla initialférhallanden 0 < xo < 1
konvergerar talféljden x, verkligen mot x* (figur 24.3a). Men vad hénder
da 3 < r < 4? For att besvara denna fraga bor man forst notera att x,, =
f(xus1) = f(f(x,)). Introducera funktionen f>(x) = f(f(x)) = r*x(1 —
x) (1 —rx(l —x)) och betrakta losningarna till ekvationen x = f>(x), som
kallas fixpunkter for funktionen f> (x). Grafiskt sett dr det skidrningspunkterna
mellan kurvorna y = f>(x) och y = x (figur 24.4).

Om x = f(x), sd dr x = f(f(x)) = f2(x). S& x =0 och x = x* &r ocksa
fixpunkter for funktionen f>(x). Men nir r > 3 har funktionen f(x) tva andra
fixpunkter, x_ och x, sddana att f(x_) = x4 och f(x;) =x_.

Vi noterar att f5(x) = f'(f(x)) f'(x) s& att f3(x*) = [f'(x*)]>. Men
f'(x) = r(1 —2x) och x* =1 —1/r. Vilket medfor att f'(x*) =2 —r
och f5(x*) = (2 — r)?. Foljaktligen dr lutningen pd funktionen f>(x)
vid x = x* sadan att f;(x*) > 1 om r > 3. Men eftersom f>(0) = 0,
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0 X+ 1 0 X- X ox+ 1

Figur 24.4: Kurvorna y = f>(x) = f(f(x)) och y = x och jamviktstillstindet x*. (a)
r=2,75. (b) r = 3,4 och de tvé andra losningarna x_ och x av ekvationen x = f(x).

£3(0) =7*> 1 och f5(1) = 0 ser vi i figur 24.4b att det nddvindigtvis
finns tva andra losningar x_ och x, till ekvationen x = f>(x), med
0 <x_ <x*och x* < x; < 1. Ett annat sitt att komma fram till samma
slutsats dr att 16sa ekvationen x = f>(x), som ér en fjirdegradsekvation
med tva kdnda rotter: x = 0 och x = x*. De tva andra 16sningarna x_ och
X4 dr rotterna till polynomet

s 14r 1+r
X — X+ =

; 5 =0. (24.3)

De ir reella om diskriminanten &r positiv, dvs. om » > 3. Eftersom

L)) = f(F(f(x-))) = F(fax-)) = f(x-) dr punkten f(x_) ocksd

en fixpunkt for f>(x). Men f(x_) # x_ eftersom x_ inte ir en fixpunkt
for f(x). Och f(x_) # x*, annars skulle vihax_ = f(f(x_)) = f(x*) =
x*. Eftersom f(x_) # O drar vi slutsatsen att f(x_) = x. P4 samma sitt
ar f(xy) =x_.

For r > 3 ser vi alltsa att om till exempel xo =x_, sddrx; =x;,xp =x_,
X3 = x4, osv. Man kan ocksa visa att for nédstan varje begynnelsevillkor 0 <
xo < 1 gar talfoljden x,, dd n — oo, mot den 2-periodiska cykeln: x_, x,,
X_, x4, osv. (figur 24.3b och 24.4b). Denna cykel forblir stabil sa ldnge r dr
under det kritiska virdet r; = 1+ /6 ~ 3,449, dir flxo)=—1
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Med hjilp av (24.3) ser vi faktiskt att

o) = FFE) f o) = f ) f1(x-) = 77 (1= 200 ) (1 - 2x-)
=21 =20y +x_)+4xx_] =1 [1 —plr +4%} = P 4 2r+4.

S& f3(x_) = —1 om —r?>+2r+5 =0 och i synnerhet om r = 1 + /6.

For r; < r < rp blir en cykel med period 4 stabil: Fyra nya fixpunkter
for funktionen fy(x) = f2(f2(x)) = S(f(f(f(x)))) uppstir (figur 24.5a).
For r, < r < r3 ér det en cykel med lingden 8 osv. Talen r, gar mot
gransvirdet 7. ~ 3,570 nir n — +oo . DA 1 < r < 4 kan systemet till och
med vara kaotiskt! Figur 24.5b visar bifurkationsdiagrammet?, vilket ger en
uppfattning om dynamikens komplexitet.

[

Xt Xt 1 25 3 35 4r

Figur 24.5: (a) Kurvan y = f4(x) ndr r = 3,5 och linjen y = x. Férutom x*, x4 och x_
finns det fyra andra fasta punkter som inte dr litta att urskilja. (b) Bifurkationsdiagram
for ekvation (24.2).

R. M. May avslutade med att betona att Zven mycket enkla dynamiska
system kan ha ett mycket komplicerat beteende. Detta &r inte specifikt for
ekvationen x| = rx, (1 —x,). Samma “’kaskad av periodférdubblingar” som
leder till kaos férekommer for andra ekvationer med en funktion f(x) som dr
formad som en "backe” med ett kron. Detta ér till exempel fallet med en annan
ekvation som anvinds inom populationsbiologin: x4 = x, exp(r(1 — x,)).

’Detta diagram erhélls genom att for varje givet virde pa r plotta punkterna med
koordinaterna (r,x200), (r,X201)» «» (1,X220), dér x,41 = f(x,) och xo = 0,1. Om x,, gér mot
ett jamviktstillstand ser vi bara en punkt i diagrammet. Om x,, gér mot en cykel med period 2 ser
vi tva punkter osv.
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Den hiér studien visar att man inte bor bli forvanad Over att manga
dataméngder om populationsdynamik dr svéra att analysera. Modellen visar
ocksa att skillnaden mellan deterministiska och stokastiska modeller inte dr
sa tydlig som man tidigare trott; iven med en enkel deterministisk modell kan
det vara omgjligt att gora langsiktiga prognoser om parametrarna befinner sig
i den kaotiska regimen.

Ar 1979 valdes May in i Royal Society. Fran 1988 till 1995 var
han professor vid Oxfords universitet och Imperial College i London.
Mellan 1995 och 2000 var han vetenskaplig chefsradgivare till den
brittiska regeringen. Ar 1996 fick han Crafoordpriset for sin banbrytande
ekologiska forskning rorande teoretisk analys av populationers, samhdllens
och ekosystems dynamik. Fran ekologin vinde han sig till epidemiologi
och immunologi och publicerade tva bocker: Infektionssjukdomar hos
mdnniskor (1991, tillsammans med Roy Anderson) och Virusdynamik, de
matematiska grunderna for immunologi och virologi (2000, tillsammans
med Martin Nowak). I den sistnimnda boken analyseras samspelet mellan
immunforsvarets celler och hiv (det virus som orsakar aids) som ett slags
rovdjur-bytesdjurssystem (se kapitel 13). Fran 2000 till 2005 var May
ordforande for Royal Society. Han blev adlad 1996 och blev en livstidsparer
2001. Han avled 2020.

Ytterligare ldsning

1. Gleick, J.: Chaos, Making a New Science. Viking Penguin, New York (1987)
2. Levin, S.A.: Robert May receives Crafoord prize. Not. Amer. Math. Soc. 43,
977-978 (1996) ams.org
3. Li, T.Y,, Yorke, J.A.: Period three implies chaos. Amer. Math. Monthly 82, 985—
992 (1975)
4. Lorenz, E.N.: Deterministic nonperiodic flow. J. Atmosph. Sci. 20, 130-141
(1963) journals.ametsoc.org
5. May, R.M.: Biological populations with nonoverlapping generations: stable
points, stable cycles and chaos. Science 186, 645-647 (1974)
6. May, R.M.: Simple mathematical models with very complicated dynamics.
Nature 261, 459-467 (1976)
7. May, R.M., Oster, G.F.: Bifurcations and dynamic complexity in simple
ecological models. Amer. Natur. 110, 573-599 (1976)
8. Maynard Smith, J.: Mathematical Ideas in Biology. Cambridge (1968)
9. Poincaré, H.: Science et Méthode. Flammarion, Paris (1908) gallica.bnf.fr
10. Sharkovsky, O.M.: Co-existence of cycles of a continuous mapping of a line
onto itself. Ukr. Math. J. 16, 61-71 (1964)
11. Ulam, S.M., von Neumann, J.: On combination of stochastic and deterministic
processes. Bull. Amer. Math. Soc. 53, 1120 (1947) ams.org


http://www.ams.org/notices/199609/comm-may.pdf
https://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020<0130:DNF>2.0.CO;2
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9691658b
http://www.ams.org/bull/1947-53-11/S0002-9904-1947-08918-7/S0002-9904-1947-08918-7.pdf

Kapitel 25

Kinas ettbarnspolitik (1980)

Ar 1980 beriknade Song Jian och hans medarbetare, som hade
specialiserat sig pa kontrollteori tillimpad pa luftrumsteknik, att om
fodelsetalet i Kina forblev pa samma niva som 1980 skulle befolkningen
na over tva miljarder under 2000-talet. Deras resultat, som byggde pa en
matematisk modell med aldersstruktur, bidrog till regeringens beslut att
Overga till en ettbarnspolitik.

Song Jian! foddes 1931 i Rongcheng i den kinesiska provinsen Shandong.
Under 1950-talet studerade han i Sovjetunionen vid Bauman Moskvas
statliga tekniska universitet och vid matematiska och mekaniska institutionen
vid Moskvas statliga universitet. Han atervinde sedan till Kina och blev
chef for kontoret for cybernetisk forskning vid matematiska institutet vid
den kinesiska vetenskapsakademin. Han var specialist pa tillimpningen av
kontrollteori for styrning av missiler. Han arbetade ocksa for det sjunde
ministeriet for maskinbyggande, som senare bytte namn till ministeriet for
luft- och rymdteknik. Ar 1978 borjade han fokusera pa kopplingarna mellan
kontrollteori och demografi.

Figur 25.1: Song Jian

For att forstda sammanhanget kring Song Jian’s arbete om
populationsdynamik bor man forst fa en uppfattning om vad “’kontrollteori”
ar. Det dr en studie av dynamiska system vars beteende beror pa vissa
parametrar som kan dndras med tiden for att optimera ett visst kriterium.

ISong ir ett efternamn. Det skrivs alltid forst pa kinesiska.
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Denna teori hade sirskilt utvecklats i samband med rymdprogrammen i
USA och Sovjetunionen. Ingenjorer var nimligen tvungna att “kontrollera”
rymdfirjornas bana for att fora satelliterna till sin omloppsbana runt jorden.
Men tillimpningarna var inte begréinsade till fysiska eller tekniska problem.
Fodelsekontrollpolitik kan ocksa betraktas som ett slags problem med optimal
kontroll i matematisk mening.

Man bor ocksd ndmna uppsatsen Tillvixtens grdnser: en rapport
utarbetad for Romklubbens projekt ~Mdnsklighetens situation”, som
publicerades 1972 och som skrevs av en grupp fran teknikinstitutet
i Massachusetts (M.LT.). Studien baserades pa en matematisk modell
av virldens ekonomiska tillvixt som tog hénsyn till naturresurser,
befolkningsstorlek och fororeningar. I rapporten antyddes att viarldsekonomin
var pd vdg mot en katastrof pa grund av utarmning av icke fornybara
resurser, brist pd mat for befolkningen eller kraftiga fororeningar. En
frivillig begrinsning av antalet fodslar var en av de foreslagna 16sningarna.
Sammanfattningsvis var det ett slags modern version av Malthus teser.
Rapporten fick ett stort eko i véstvérlden under 1970-talet.

Sedan Folkrepubliken grundades 1949 har det kinesiska fodelsetalet varit
mycket hogt utom under det katastrofala “Stora spranget”. I mitten av
1970-talet holl Kina langsamt pa att aterhdmta sig fran kulturrevolutionen.
Familjeplanering uppmanade kvinnor att skjuta upp fodslar, forlinga tiden
mellan tva pa varandra foljande fodslar och fa firre barn. Deng Xiaoping,
som blev den nya ledaren efter Mao Zedongs dod 1976, inledde 1978
politiken for ’fyra moderniseringar’: jordbruk, industri, vetenskap och teknik
samt nationellt forsvar. Den kinesiska befolkningens storlek och tillvixt
uppfattades da som viktiga hinder fér dessa moderniseringar. Forskare
som hittills hade arbetat med militédra tillimpningar uppmuntrades att hitta
16sningar pa detta svara problem.

Mot denna bakgrund dkte Song Jian 1978 till Helsingfors for att delta
i en kongress for Internationella federationen for automatisk kontroll. Dir
noterade han att vissa forskare i Europa hade forsokt tillimpa kontrollteorin
pé befolkningsproblem med tanken att en strikt fodelsekontroll till slut skulle
kunna forhindra de katastrofer som aviserades i rapporten om Tillvixtens
grénser. Ndr han atervinde till Kina bildade han ett litet team med sin kollega
Yu Jingyuan och dataexperten Li Guangyuan for att tillimpa denna typ av
matematisk modellering pa uppgifter om den kinesiska befolkningen. Vid
den tiden var den vetenskapliga kommunikationen mellan Kina och resten
av viérlden knapphindig. Teamet omarbetade ekvationerna som beskriver
utvecklingen av en befolknings aldersstruktur pa samma sitt som Lotka och
McKendrick hade gjort (se kapitlen 10 och 16). Med hjilp av en kontinuerlig
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tidsmodell kan man definiera
* P(x,t) befolkningen i ldern x vid tidpunkten ¢;
* m(x) dodligheten vid alder x;
* Py(x) befolkningens aldersstruktur vid tiden r = 0;

* b(t) Kvinnornas totala fertilitet vid tid 7, dvs. det genomsnittliga antal
barn som en kvinna skulle fa under sitt liv om den éldersspecifika
fertiliteten forblev densamma som vid tiden ¢;

e f andelen fodda kvinnor;

* h(x) sannolikhetsfordelningen for moderns alder nér ett barn f6ds, med
~+oo
/ h(x)dx=1.
0

Med dessa noteringar och hypoteser kan &ldersstrukturens utveckling
modelleras med hjdlp av den partiella differentialekvationen

JdP JdP

7(x7t)+g

P (x,1) = —m(x) P(x,1),

med initialvillkoret P(x,0) = Py(x) och randvillkoret

+oo
P(0,1) = b(1) f /0 h(x) P(x,1) dx,

ddr b(r) dr den parameter som ska kontrolleras. Om kvinnornas totala fertilitet
ar konstant och ligger over det kritiska troskelvirdet

oo "X
b =1/ { f / h(x) e~ Jomb)dy dx}
0

okar befolkningen exponentiellt. Detta kriterium liknar det som Lotka fick
fram med formeln (10.2). Song Jians grupp tog &dven hénsyn till den
tidsdiskreta versionen av modellen, som liknar Leslies modell (se kapitel 21).
Lat P, vara befolkningen i dldern k ar n. Introducera pa samma sitt my, b,
och hy. Da giller

Peippi =0 —=m)Pen, Popr1 =buf Z hi Py -
>0
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Genom att kinna till dodligheten my, (figur 25.2a), andelen fodda kvinnor f ~
0,487, aldersfordelningen for modrar Ay (figur 25.2b), det initiala villkoret
P.o som &r befolkningens dldersstruktur 1978 (figur 25.3a) och varierande
total fertilitet b (som antas vara konstant under varje simulering), kunde Song
Jian’s team gora demografiska prognoser for sitt land med en tidshorisont
pa hundra ar, fran 1980 till 2080 (figur 25.3b). Med tanke pa de tusentals
adderingar och multiplikationer som krivdes (artalet n varierar mellan 0 och
100 ar, aldern k£ mellan O och 90 ér) var en dator nédvindig. Vid den tiden
i Kina var det fa méinniskor som hade tillgang till sddan utrustning, utom de
som arbetade for militdren. Song Jian, en ledande expert pa missilstyrning,
var en av dem.
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Figur 25.2: (a) Dodlighet (per ar) som en funktion av aldern 1978. (b) Utjimnad form
av fertiliteten (per ar) som en funktion av aldern 1978.

Enligt prognoserna skulle befolkningen oka fran 980 miljoner 1980 till
2,12 miljarder 2080, dven om Kina bibehaller sin fertilitet fran 1978 pa 2,3
barn per kvinna, vilket ligger strax dver den kritiska troskeln som beréiknas
vara 2,19 barn per kvinna. Men Kina anvinde redan nistan all mark som
kunde anvindas for jordbruk. Landet hade till och med en tendens att forlora
en del av denna mark pé grund av 6kenspridning och urbanisering. Hur ska
man forsorja en sddan befolkning om utvecklingen av jordbrukets avkastning
inte #r tillrdcklig? Det dr samma fraga som Malthus hade funderat pa tva
arhundraden tidigare. Med 1975 ars fruktsamhet pa b = 3,0 kan befolkningen
till och med nd 4,26 miljarder ar 2080. Med b = 2,0 skulle befolkningen na ett
maximum pa 1,53 miljarder runt &r 2050 innan den borjar minska nagot. Med
b = 1,5 skulle en hogsta niva pa 1,17 miljarder ménniskor uppnas runt 2030.
Med b = 1,0 skulle den hogsta siffran bara vara 1,05 miljarder och uppnas



Kapitel 25 149

30 54

20

10

0
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 ¢ 1980 2000 2020 2040 2060 2080

Figur 25.3: (a) Alderspyramiden 1978. Horisontell axel: &lder. Vertikal axel:
befolkning (i miljoner). (b) Demografiska prognoser (i miljarder) enligt olika
hypoteser om det genomsnittliga antalet barn per kvinna. Fran botten till toppen:
b=1,0; 1,5;2,0; 2,3; 2,5; 3,0.

runt ar 2000. Under detta antagande skulle befolkningen aterga till 1978 ars
niva forst ar 2025.

Den mest Overraskande delen av detta arbete var dess praktiska
konsekvenser, som faktiskt dr av odvertriffad betydelse i den matematiska
befolkningsdynamikens historia. Li Guangyuan visade resultaten av gruppens
simuleringar i december 1979 under ett symposium om befolkning i
Chengdu, Sichuanprovinsen?. I januari 1980 publicerade Song Jian, Yu
Jingyuan och Li Guangyuan dessa resultat i en kinesisk ekonomisk
tidskrift och foresprakade for ovrigt en ettbarnspolitik. De skickade ocksa
sin artikel — En rapport om kvantitativ forskning om fragan om Kinas
befolkningsutveckling — till Kinas frimste vetenskapsman Qian Xuesen, som
vidarebefordrade den med rekommendation till chefen for administrationen
for fodelseplanering. Resultaten fran Song Jians grupp gjorde ett djupt intryck
pé de flesta politiska ledare. Dessa var redan 6vertygade om nodvéndigheten
av en Okad fodelsekontroll trots vad Marx hade skrivit (se kapitel 5) men
tvekade fortfarande om kontrollnivan. I februari 1980 faststillde statsradet
och partiets centralkommitté ett mal for den kinesiska befolkningen pa 1,2
miljarder for horisonten 2000. I mars 1980 offentliggjordes resultaten fran
Song Jians grupp i Folkets Dagblad. 1 april undersokte en kommission
bestdende av politiska ledare och befolkningsspecialister de miljomaissiga

2Hir och nedan sammanfattar vi Susan Greenhalghs detaljerade redogorelse [1,2].
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och ekonomiska konsekvenserna av befolkningstillvixten och drog slutsatsen
att en ettbarnspolitik var nddvindig for att na det mal som Deng Xiaoping
satt upp for inkomsten per capita ar 2000. Politiken blev officiell i
september samma ar och ett Gppet brev som forklarade den for befolkningen
publicerades pa forsta sidan i Folkets Dagblad.

Ar 1983 kommer det fortfarande att finnas ménga obehoriga fodslar. Det
beslutades att en medlem av varje par med redan tva barn skulle steriliseras
och att varje forbjuden graviditet skulle avbrytas. Fran och med 1984 fick
dock landsbygdspar med bara en dotter tillatelse att fa ett andra barn.
Ettbarnspolitiken gillde fram till 2015, men under de senaste aren har vissa
justeringar gjorts: Om bade mannen och kvinnan i ett par dr ensambarn kan
de fa tva barn. De repressiva atgirderna mot par som hade fler dn ett barn
var héarda: Statsanstillda kunde forlora sina jobb, man maste betala dyra
boter for att fa de administrativa pappren for att skriva in ett andra barn
osv. Sammanfattningsvis dr det svart att hitta nagot annat exempel i den
matematiska modelleringens historia med en sa stark social inverkan. Song
Jian och hans medarbetares arbete var naturligtvis bara en av de faktorer som
ledde till beslutet att inféra ettbarnspolitiken, men den verkar ha spelat en
viktig roll.

Liksom i tidigare kapitel kan den matematiska modelleringens roll vara
ett problem. Med utgangspunkt i en verklig situation byggs en modell upp.
Den kan analyseras matematiskt eller simuleras med en dator. Man kan sedan
forsta hur modellen beter sig ndr vissa parametrar varierar. Matematiken
sdger dock inte om modellen &r en trogen bild av verkligheten. Vissa mycket
viktiga aspekter kan ha férsummats. Vissa modeller innehaller ocksa en
malfunktion, till exempel att halla den kinesiska befolkningen under 1,2
miljarder minniskor. Matematiken siger inte om detta mal var limpligt®.

Ar 1980 var Song Jian ocksd medforfattare till den nya upplagan
av boken Ingenjorscybernetik av Qian Xuesen, “fadern” till det
kinesiska rymdprogrammet. Han innehade sedan olika politiska
befattningar pa hog niva: vice minister och chefsingenjor vid ministeriet
for Iuft- och rymdteknik (1981-1984), medlem av det Kkinesiska
kommunistpartiets centralkommitté (1982-2002), ordférande for den
statliga kommissionen for vetenskap och teknik (1985-1998), statsrad
(1986-1998) osv. Han publicerade ocksa tva andra bocker som
har Oversatts till engelska: Befolkningskontroll i Kina (1985, med
Tuan Chi-Hsien och Yu Jingyuan) och Kontroll av befolkningssystemet (1988,

3Befolkningen ar 2000 beriknades vara 1,264 miljarder. Inkomsten per capita har okat
ungefir fran $200 till $1 000 mellan 1980 och 2000. Samtidigt har konskvoten blivit extremt
snedférdelad till forman for pojkar, frimst pa grund av konsselektiva aborter.
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med Yu Jingyuan). I dessa bocker utvecklas teorin om optimal kontroll
som tillimpas pa befolkningsdynamik. Song Jian valdes 1991 in i Kinas
vetenskapsakademi och 1994 i ingenjorsakademin, som han var ordférande
for fran 1998 till 2002.
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Nagra samtida problem

[Detta kapitel ger en kort Oversikt Over nagra aktuella problem\
inom matematisk populationsdynamik: befolkningens dldrande inom
demografin, nya sjukdomar (aids, sars, vektorburna sjukdomar...)
och vaccinationspolitik inom epidemiologin, fiskepolitik inom
ekologin och spridning av genetiskt modifierade organismer inom
populationsgenetiken. De specialiserade institutioner som arbetar i
Frankrike med modellering av dessa problem nidmns. Olika aspekter

L av forskningsarbetet lyfts ocksa fram.

%

Inom demografin har ett relativt nytt problem dykt upp under de
senaste decennierna: befolkningens aldrande. Detta problem é&r ett bekymmer
inte bara i Frankrike (figur 26.1) utan dven i manga andra europeiska
lander och i Japan. Det har viktiga ekonomiska och sociala konsekvenser:
pensionssystem, invandringspolitik osv. I Frankrike utvecklas matematiska
modeller for att analysera fenomenet aldrande av det nationella institutet
for demografiska studier (INED) och det nationella institutet for statistik
och ekonomiska studier (INSEE). En av svarigheterna med demografiska
prognoser dr att fodelsetalen kan variera kraftigt over tiden utan att man
kan forutse det ens ett decennium i forvig. Detta dr sirskilt sldende om man
ser tillbaka pa de prognoser som gjordes 1968 for den franska befolkningen
1985: Dessa prognoser kunde inte forutse den minskning av fodelsetalen
som intriffade under 1970-talet. Det skulle vara intressant att g& igenom
alla de prognoser baserade pa matematiska modeller som visade sig vara
felaktiga, sdrskilt de som fick ett eko i media. Detta skulle motverka det
intryck av “framsteg” som ges i denna bok, ett intryck som kanske redan
har forefallit misstdnkt for ldsaren efter att ha last kapitlet om den kinesiska
ettbarnspolitiken. Nér det giller det sistndmnda @mnet &r ett nytt problem nu
aktuellt: Hur man kan mildra politiken for att undvika det snabba aldrande
som forvéntas under de nidrmaste decennierna. ;\terigen bidrar matematiska
modeller till debatten.

Inom epidemiologin dr utvecklingen av aidsepidemin sirskilt slaende
bland de nya problem som har uppstitt globalt under de senaste tva
decennierna. I vissa modeller forsoker man gissa hur epidemin kommer att
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KVINNOR

Figur 26.1: Alderspyramid
for den franska befolk-
ningen den 1 januari 2010. oo ‘ . om0
Kalla: www.insee.fr.

utvecklas i de ldnder som nyligen smittats, t. ex. Ryssland, Indien och Kina.
Det dr svart att forutsiga om epidemin kommer att avta som i Vésteuropa och
Nordamerika eller om den kommer att na en stor andel av befolkningen som
1 vissa lidnder soder om Sahara. Andra nya sjukdomar som Ebola i Afrika,
West Nile-feber i Nordamerika, sars ("svar akut respiratorisk sjukdom’),
fagelinfluensa, chikungunya eller HIN1-influensa har alla undersokts med
matematiska modeller, 4ven om de inte har varit sdrskilt framgangsrika.

Nir det giller sars var en svarighet med modelleringen att epidemin var
relativt begridnsad inom varje land, men kunde spridas mycket snabbt fran
land till land (Hongkong och Kina, Singapore, Kanada...). Man kunde inte
bortse fran att epidemikurvorna i varje nytt omrade var slumpmassiga. Som vi
sag i kapitlen 16 och 22 ir stokastiska modeller vanligtvis svarare att hantera.

Nir det giller chikungunya-epidemin som intriffade mellan 2005 och
2006 pa 6n Réunion (ett franskt utomeuropeiskt territorium i Indiska oceanen)
har vissa modeller inspirerats av Ross modell for malaria (se kapitel 12),
eftersom de tva sjukdomarna overfors av myggor. En viktig aspekt att ta
hinsyn till var sdsongens inverkan. Myggpopulationen minskar ndamligen
under den sydliga vintern, vilket minskar verforingen av sjukdomen. Detta
framgér av figur 26.2, som visar antalet nya fall som rapporteras varje vecka
av ett litet nétverk av ett trettiotal allminlidkare som bara ticker en brakdel
av Ons befolkning. Nétverket upptickte inga nya fall under flera veckor
i september och oktober 2005, men Overforingen av sjukdomen fortsatte
dnda. Matematiska modeller av epidemin har utvecklats vid INSERM
(Nationella institutet for hilsa och medicinsk forskning) och IRD (Tropiska
forskningsinstitutet). Trots dessa modeller kunde ingen forutse att epidemin
inte skulle do ut fore slutet av sydvintern 2005, nédr den bara hade smittat
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nagra tusen personer. Slutligen blev nistan en tredjedel av 6ns befolkning
smittad, dvs. cirka 266 000 personer. Detta visar, om 4n nodvandigt, att det
kan vara ganska svart att forutsiga epidemiernas framtid och att det inte ir sa
litt att under de forsta dagarna av en epidemi skilja pa om den kommer att
bli en mindre eller stérre epidemi. En parallell kan dras till viderprognoser.
Denna typ av prognoser bygger numera pa intensiva datorsimuleringar av
komplicerade matematiska modeller av havet och atmosfiren. Trots detta &r
prognoser som stréicker sig langre dn nagra dagar inte tillforlitliga.

700
600
500 |
400 |
300 |
200
100 |

2005 2006

Figur 26.2: Chikungunya-epidemin pa 6n Réunion 2005-2006. Antal nya fall som
rapporteras per vecka av ett litet nitverk av likare som en funktion av tiden. Den
forsta lilla toppen naddes i maj 2005, den andra stora toppen i februari 2006. Siffrorna
i denna figur maste multipliceras med cirka 67 for att fa fram epidemins verkliga
omfattning. Killa: www.invs.sante.fr.

Ur en mer teoretisk synvinkel vickte chikungunya-epidemin fragan om
hur man ska anpassa begreppet grundliggande reproduktionsantal %y i
modeller som utgar fran att miljon har sdsongsbetingade (t. ex. periodiska)
fluktuationer. Anpassningen ir inte s okomplicerad och detta vicker viss
oro for hur parametern %, har anvints for andra epidemier som paverkas av
sdsongsvariationer, t. ex. influensapandemin HIN1 2009.

Ett annat problem som blir alltmer oroande och som modellerare
har forsokt analysera dr ldkemedelsresistens (antibiotika, malariamediciner
osv.). Inom epidemiologin dr den sedan Daniel Bernoulli och d’Alembert
aterkommande fragan om hur man skall balansera kostnader och fordelar
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nér injektionen av ett vaccin medfor en potentiell risk fortfarande féremal
for kontroverser och kan forbli det eftersom riskkénsligheten fordndras.
Efter vissa antydningar om att vaccinet mot hepatit B skulle kunna orsaka
allvarliga komplikationer i ett mycket litet antal fall stoppade det franska
hilsoministeriet 1998 sin vaccinationskampanj i skolor, dven om risken
forefoll forsumbar jamfort med risken att do efter att ha smittats av hepatit
B-viruset.

Inom ekologin dr studiet av fiskpopulationernas dynamik fortfarande
problematiskt. Trots detta dr det meningen att den skall tjina som
vetenskaplig grund for val av fiskekvoter och andra restriktioner. Overfisket
av ansjovis i Biscayabukten och verfisket av rod tonfisk i Medelhavet &r
bara tva exempel fran senare tid. Eftersom uppskattningen av fiskbestandet
ofta dr opalitlig maste modeller som anvinder sadana uppgifter betraktas med
forsiktighet. I Frankrike utfors denna typ av undersokningar huvudsakligen av
forskningsinstitutet for utnyttjande av havet (IFREMER). Vissa matematiska
modeller har ocksa spelat en roll i Internationella valfangstkommissionens
tidigare beslut.

Inom populationsgenetiken &r spridningen av genetiskt modifierade
organismer ocksa ett kontroversiellt amne som vissa forskare har forsokt
studera med hjdlp av “reaktionsdiffusionsmodeller” inspirerade av Fisher
(se kapitel 20). Detta &r ett omrade som tillhor det nationella institutet for
jordbruksforskning (INRAE).

Pa den mer teoretiska sidan av forskningen kan man nimna f6ljande:

» arbeten om partiella differentialekvationer som diffusionsekvationer
(se kapitel 20) eller aldersstrukturerade ekvationer (se kapitel 16);

e arbeten om stokastiska modeller med eller utan rumslig dimension
(se kapitlen 16 och 22), inklusive arbeten om slumpmissiga nitverk
som modellerar spridningen av epidemier och arbeten som soker
deterministiska approximationer.

Denna typ av forskning utférs huvudsakligen av tillimpade matematiker.
Pa senare ar har flera masterkurser i matematisk biologi inforts vid franska
universitet och andra hogre utbildningsinstitutioner.

I likhet med andra vetenskapliga omraden &r den matematiska studien av
populationsdynamik huvudsakligen organiserad genom:

* ”lirda samfund”: Nederldndska séllskapet for teoretisk biologi (sedan
1970), Sillskapet for matematisk biologi (1973), Fransksprakiga
séllskapet for teoretisk biologi (1985), Kinesiska séllskapet for
matematisk biologi (1985), Japanska sillskapet for matematisk biologi



156

(1989), Europeiska sillskapet for matematisk och teoretisk biologi
(1991), Latinamerikanska séllskapet for matematisk biologi (2002) osv.

* specialiserade tidskrifter: Acta Biotheoretica (sedan 1935), Bulletin
of Mathematical Biology (1939), Mathematical Biosciences (1967),
Journal of Mathematical Biology (1974), Mathematical Medicine
and Biology (1984), Mathematical Population Studies (1988),
Mathematical Biosciences and Engineering (2004), International
Journal of Biomathematics (2008), Biomath (2012) osv.

« konferenser (Arsmote for Sillskapet for matematisk biologi,
Beridkningsmissig och matematisk populationsdynamik, Europeiska
konferensen om matematisk och teoretisk biologi, osv.).

Endast de delar som uttryckligen hdvdar att de befinner sig i grénssnittet
mellan matematik och dess tillimpningar pa populationsdynamik har nimnts.
Men for varje sirskilt omrade (demografi, ekologi, populationsgenetik,
epidemiologi osv.) kan man hitta liknande element med en varierande dos
av matematisk modellering.

Avslutningsvis uppmanas den intresserade ldsaren att ta en titt pa
de originalartiklar som finns tillgingliga pa webben. Adresserna finns i
referenserna i slutet av varje kapitel. Som Ronald Fisher en gang skrev om
Mendel:

”Vetenskapshistorien har lidit mycket av att ldrarna anvént
sig av andrahandsmaterial och att de omsténdigheter och den
intellektuella atmosfir under vilka de stora upptickterna gjordes
har utplanats. En forstahandsstudie dr alltid ldrorik och ofta full
av overraskningar.”
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Den hir boken foljer populationsdynamikens historia, ett teoretiskt
forskningsfilt som &dr néra besldktat med genetik, ekologi, epidemio-
logi och demografi, och som matematiken har bidragit med viktiga
insikter till. Den ger en Oversikt over nagra viktiga d&mnen, sasom
exponentiell tillvixt, utvecklingen av stokastiska modeller och
kaotiska populationer, didr determinism och slumpmekanismer
sammanflitas. Didrmed gors nedslag i1 historien om Euler, om
Malthus och om den kinesiska ettbarnspolitiken. Dessutom forklaras
historien om Mendels lagar och fragan om utdéende sliktnamn samt
perkolationsteorin for spridning av epidemier.

Med de senaste framstegen inom maskinoversittning dr det inte ldngre
berittigat att ett enda sprak ska ha monopol pa vetenskaplig litteratur.
Den 6kande sprakliga alienationen vid universiteten kan viandas. Med
denna omsorgsfullt reviderade svenska Oversittning framjar vi denna
nya vag.
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