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طوكیو ، الیابان

ملخص

نحن ندرس وباء على غرار نظام تفاضلي من نوع SIR أو SEIR. بالنسبة لنموذج SIR ، نظھر أن تاریخ ذروة الوباء لیس دائمًا دالة متناقصة لمعدل الاتصال. بالنسبة لنموذج SEIR ، عندما
، حیث λ ھي أكبر قیمة ذاتیة للنظام الخطي. یكون عدد السكان N كبیرًا ، تمیل العناصر الجدیدة إلى تأكید التخمین بأن ذروة الوباء تحدث في الوقت T ، مع

1 المقدمة

في [ 2 ] ، بدأنا في دراسة تاریخ ذروة الوباء لنموذج SIR لكیرماك وماكیندریك [ 1 ، الفصل 18]

عدد الأشخاص الذین تمت إزالتھم من الإرسال. مجموع في الحالة التي یكون فیھا a > b وعدد السكان N كبیرًا. المتغیر ھو عدد الأشخاص غیر المصابین ،  عدد المصابین ، 
ثابت. المعامل a ھو معدل الاتصال الفعال و b ھو المعدل الذي یتوقف عنده الأشخاص المصابون عن العدوى. عندما یكون عدد السكان N كبیرًا ، تحدث ذروة الوباء السكان

، T في الوقت ( I التي تتوافق مع الحد الأقصى)

. . بمعنى آخر ، λ ھو معدل نمو عدد المصابین في النظام الخطي في بدایة الوباء ، متى  و 

في [ 3 ] ، توقعنا بإیجاز أن المكافئ في بالنسبة لتاریخ الذروة كان ھو نفسھ في نموذج SEIR ، والذي یتضمن مرحلة كامنة (یشار إلیھا E) قبل أن یصبح الأشخاص المصابون
معدیین ،

مع  بشرط أخذھا ل  أكبر قیمة ذاتیة للنظام الخطي في بدایة الوباء ، أي أكبر قیمة ذاتیة للمصفوفة

في [ 7 ] ، كان Piovella مھتمًا أیضًا بتاریخ ذروة الوباء في نموذج SEIR عندما تكون نسبة a / c قریبة من 1 ، مع ذلك ، دون أن تكون تقدیراتھا مبررة تمامًا من وجھة نظر ریاضیة.

: T والذي یحدد التوسع المقارب لـ ، SIR في القسم 2 ، نتذكر أولاً نتیجة منسیة على ما یبدو (بما في ذلك في [ 2 ]) من [ 5 ، الفصل 2] لنموذج

معدل النمو، و و وظیفة معقدة إلى حد ما. لا یبدو أن ھذه النتیجة تظھر في أي كتاب أو مقال نشُر منذ [ 5 ] ، وھو أمر یثیر الدھشة بعض الشيء  ھي القابلیة للتكاثر ، 
بالنسبة لنموذج بسیط ومعروف.

نظھر في بقیة القسم 2 أن

نستنتج أن تاریخ ذروة الوباء لیس دائمًا دالة متناقصة لمعدل الاتصال الفعال a ، ولكن یتم ملاحظة ذلك فقط لقیم التكاثر القریبة من 1. یصل تاریخ الذروة إلى الحد الأقصى
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أین e ھو أساس اللوغاریتمات الطبیعیة. ھذه الملاحظة تبدو جدیدة.

في القسم 3 ، ننتقل إلى نموذج SEIR. نتذكر ما نعرفھ عن الحجم النھائي للوباء. نحدد المقصود بذروة الوباء في ھذا السیاق ، أي النقطة التي یصل فیھا E + I إلى الحد الأقصى. وجدنا حدًا أدنى
جدیدًا لھذه الذروة متوافقاً مع التخمین حول السلوك المقارب. نقدم بعض المحاكاة لتوضیح ھذا التخمین.

SIR 2. نموذج

.T 2.1 تعبیر متكامل عن

لنموذج SIR ، افترض

. كما في [ 2 ] (حیث أخذنا i = 1) ، لدینا ، ذلك بالقول  . افترض  و  كبیرة بما یكفي  مع 

وبالتالي

. نستنتج ذلك یحدث في الوقت T حیث dI / dt = 0 ، والذي یحدث عندما ذروة 

2.2 صیغة Lauwerier عندما 

. مع خدعة [ 5 ، ص. 12 ] ، لدینا مع نحدد 

عن طریق الاختزال إلى نفس المقام ،

. لاحظ أن التكامل الذي یحدث عندما ننتقل رسمیاً إلى النھایة نحن لدینا :  إذا 

. لكن یتم تمدید الوظیفة المتكاملة عن طریق الاستمراریة في s = 1 ، لأن ھو بداھة لا یتجزأ معمم في 

، بحیث بجوار 

على وجھ الخصوص ، ھذا التكامل متقارب. نستنتج (انظر الملحق 1) ذلك

و مع تغییر المتغیر 

علاوة على ذلك ، لا یتجزأ  یحسب صراحة:

file:///C:/Users/bacaer/Desktop/USB/MesArticles/Accept%C3%A9/2021/SEIR/seir_fr.html#NB
file:///C:/Users/bacaer/Desktop/USB/MesArticles/Accept%C3%A9/2021/SEIR/seir_fr.html#Lauwerier


بجمع النتیجتین معًا ، نحصل على ما یمكن أن نسمیھ معادلة Lauwerier [ 5 ، ص. 13 ]

أو

. مع 

یوضح الشكل 1 إلى أي مدى تعطي صیغة Lauwerier تقدیرًا تقریبیاً جیدًا لتاریخ T من ذروة الوباء. استخدمنا البرنامج المجاني Scilab للحساب العددي للتكاملات. اخترنا المعلمة b بحیث
تستمر فترة العدوى في المتوسط  أیام.

(خط متصل) وفقاً للصیغة الدقیقة (5) ومعادلة Lauwerier التقریبیة (دوائر الشكل 1. تاریخ T لذروة الوباء في نموذج SIR (بالأیام المنقضیة منذ بدایة الوباء) كدالة في
. و  یومیا،  صغیرة). قیمھ المعامل:

تعلیق. تظل صیغة Lauwerier دون تغییر إذا بدأنا من الشرط الأولي

. في الواقع ، دعونا نقول و  و  و  مع 

ثم

وبالتالي

، نحصل من جدید على ، و بما ان  لكن بما ان  یساوي 

2.3 دراسة الوظیفة 

. . نلاحظ أن یبدو انھا دالة متزایدة (لیس واضحًا ، حتى عند حساب المشتق) و  إذا  یوضح الشكل 2 كیف  یتغیر حسب 
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الشكل 2.  بدلالة  (الخط الصلب) والتقریب (6) بجوار  (منقط).

و  و مع 

و بجوار 

لكن

نستنتج (انظر الملحق 2) ان

یتطابق ھذا التقریب مع ما ھو مقترح في [ 2 ، ص. 11] على أساس التقریب (غیر الدقیق) لـ Kermack و McKendrick لنموذج SIR عندما قریب من 1.

2.4 تاریخ الذروة لیس دالة رتیبة لمعدل التلامس

لذلك عندما یكون N كبیرًا و یقرب من 1 مع  لیس صغیرا جدا ،

وبالتالي

نلاحظ أن  إذا كان

، القیمة المقابلة للحد الأقصى ل T ھي مع ھذه القیمة ل a ، قم بالإشارة إلیھا

وبالتالي ، فإن تاریخ الذروة لیس دالة رتیبة متناقصة لمعدل التلامس ، كما قد یعتقد المرء مسبقاً. یوضح الشكل 3 ھذا مع بعض الأمثلة العددیة.
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. لقد اخترنا وحدة الشكل 3. تاریخ T من ذروة الوباء وفقاً للصیغة الدقیقة (5) ، كدالة لمعدل الاتصال a مع إذا  و 
.b = 1 الوقت بحیث تكون

SEIR 3. نظام

. الشروط الأولیة . كما نفترض و  و  و  فیما یخص SEIR (1)-(4). نفترض

. لدینا مع 

. و  و  و 

3.1 الحجم النھائي للوباء

I(t) و E(t) نظرًا لأن الدالتین . تتزاید وفقاً للمعادلة (4) وأقل من N ، لذا فھي تتقارب إلى حد . الدالة الدالة  تتناقص وفقاً للمعادلة (1) وموجبة ، لذا فھي تتقارب إلى حد 
بمشتق ثانٍ محدود ؛ وبالتالي حسب المعادلة (4). الدالة  متقاربة عندما  ، الدالة  محدودة ایضا حسب المعادلة (3) ، تمامًا مثل  یحدھما N إذا

حسب المعادلة . الدالة  محدودة حسب المعادلة (2) ، تمامًا مثل  (انظر على سبیل المثال [ II.3.21 ،4 ] أو التذییل 3). مع المعادلة (4) نرى 
. من المعادلتین (1) و (4) ، . مع المعادلة (7) ، نحصل على الحد مثل السابق. من المعادلة (2) ، (3). وبالتالي

وبالتالي

في النھایة ، نستنتج  و

و  و نحدد 

. لكن اذا لدینا  و 

من جھة أخرى،

. ، بحیث  إذا  یأتي ھذا التفاوت الأخیر من الفرضیة  وحقیقة أن الدالة  یحقق  إذا  و 

. المعادلة لدیھا اذن حل وحید في ، ثم ینخفض   بمقدار  الى  في المجال  وبالتالي ، تزید الدالة g من −∞ إلى في المجال 
. نستنتج أن المجال  وھذا الحل موجود في 
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3.2 ذروة الوباء

دعونا نوضح تعریفنا لذروة الوباء. لدینا

افترض

. تتناقص الدالة S بشكل صارم وتتناقص بمقدار حتى  مع الافتراض a > c ، تكون ھذه التفاوتات صحیحة بمجرد أن تكون N كبیرة بدرجة كافیة. لدینا
. وفقاً للمعادلة (9) ، تتزاید الدالة E + I بشكل صارم في المجال [0 ؛ T] ثم تتناقص بشكل . لذلك ھناك قیمة وحیدة ل مع   في المجال 

. E ولا ذروة I علما بانھا لا توافق ذروة .T تسمى ذروة الوباء . صارم في المجال

من المعادلة (8) لدینا أیضًا

، لدینا بما ان 

كما لاحظ Hethcote بالفعل في [ 6 ، ص. 35 ].

3.3 الحد الأدنى

، لدینا بما ان 

في ما یلي ، تشیر المتباینة ≤ بین المتجھات إلى عدم المساواة بین جمیع المكونات. نتذكر نظریة المقارنة للأنظمة شبھ الرتیبة (انظر على سبیل المثال [ 8 ، الملحق ھـ ] أو التذییل 4):

و  و  التحقق من إذا  ھو عدد صحیح ، إذا 

. ثم 

و لتكن M ھي المصفوفة المحددة في المقدمة. یتم تحدید

لدینا

والفرضیة على F محققة و بالتالي

یمكن حسابھا صراحة [ 9 ، الاقتراح 6 ] مع القیم الذاتیة للمصفوفة M ، والتي ھي المصفوفة 

نحن لدینا

نستنتج من ذلك ان
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 n (لكن لیس على N ) ، ھكذا
I
 n و 

E
، والتي تعتمد على a و b و c و  ، ھناك ثابت  لان 

لكن (10) یظھر ذلك

، اذا لدینا لان 

 n (لكن لیس على N ) ، ھكذا
I
 n و 

E
، والتي تعتمد على a و b و c و  وبالتالي ھناك ثابت آخر 

ھذا الحد الأدنى متوافق مع التخمین

3.4 أمثلة

. وبالتالي ، فإن الفترة المعدیة التي تستمر في المتوسط   4 أیام ، وثلاث قیم لمعدل الاتصال أ بحیث و  تم اختیار  یومیا،  یومیا، 
. حللنا النظام التفاضلي (مع البرمجیات الحرة سایلاب)، وعاد ذروة T الذي یتوافق مع الحد الأقصى تتبع فترة كامنة تستمر في المتوسط   3 أیام. لقد اتخذنا قیمًا مختلفة للسكان N بین و 

(دوائر صغیرة). یبدو أن المنحدرات تتطابق ، كما في التخمین. ویشیر ھذا الرقم أیضا (خطوط الصلبة). نعرض أیضا  من E + I . یوضح الشكل 4 كیف یتغیر T كدالة لـ
أن المدة المقبلة في توسیع مقارب من T لا یزال ثابت، والذي ھو سلبي عندما a / c ھي قریبة إلى 1 والذي یصبح إیجابیا عندما یتزاید a / c . یبدو أن تحدید ھذا الثابت وفقاً لمعاییر النموذج مھمة

صعبة.

الشكل 4. تاریخ T من ذروة الوباء لنموذج SEIR كدالة لـ من المحاكاة العددیة (الخطوط الصلبة) و  (دوائر صغیرة).

ملحق 1

، نحدد مع 

كان تكاملاً متقارباً. وفقاً لنظریة التقارب السائدة ، . لقد رأینا في القسم 2.2 أن لدینا : 



علاوة على ذلك،

وبالتالي

الملحق 2

نحدد

سوف نظھر ذلك

بالاختزال إلى نفس المقام ، نلاحظ ذلك

وفقاً لصیغة تایلور لاجرانج ،

و وبالتالي 

و نلاحظ ذلك لما 

. وبالتالي، مع  بالقرب من 1 ، لدینا 

الملحق 3
. في . [ II.3.21 ، 4 ] یوضح ذلك متى  لتكن  دالة قابلة للتفاضل مرتین بحیث  لما  و 

الواقع ، دع ε> 0. ثم

وفقاً لصیغة تایلور لاجرانج ،

وبالتالي

. ، نحصل  مع 

الملحق 4

مع تدوینات القسم 3.3 ، دعونا نضبط  و
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. من جھة أخرى، من خلال الفرضیة ، لدینا متباینة المتجھ 

مع

، نستنتج ان  لذلك ھي منطقة ثابتة. بما ان . المخروط ، ثم  بسبب الفرضیة على علامة المشتقات الجزئیة للدالة  إذا افترضنا  و 
.  و 

شكر

نشكر أ. موساوي على المرجع [ 7 ].
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